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SI-2015/Q1 
(i)  y = ex(2x – 1)(x – 2)  B1 Correct factorisation of quadratic term (or formula, etc.) 

 ( 2
1 , 0) & (2, 0)   B1 Noted or shown on sketch 

 
x

y

d

d
 = ex(2x2 – x – 3)  M1 Derivative attempted and equated to zero for TPs  

        = ex(2x – 3)(x + 1) 
 

( 2
3 , – e1.5) & (–1, 9e – 1) A1 A1 Noted or shown on sketch  

(if y-coords. missing, allow one A1 for 2 correct x-coords.) 

 
 
 G1 Generally correct shape 
 
 G1 for (0, 2) noted or shown on sketch 
 

 
G1 for negative-x-axis asymptote 
 (penalise curves that clearly turn up away from axis 
 or that do not actually seem to approach it) 

⑧ 
Give M1 for either 0, 1, 2 or 3 solutions OR clear indication they know these arise from where a 

 horizontal line meets the curve (e.g. by a line on their diagram) – implied by any correct answer(s) 
  

Then  y = k  has      NO solutions for  k < – e1.5    A1 
 

    ONE solution for  k = – e1.5  and  k > 9e – 1  A1 A1 
 

    TWO solutions for  – e1.5 < k ≤ 0  and  k = 9e – 1 A1 A1 
 

    THREE solutions for  0< k < 9e – 1   A1 
 

 FT from their y-coords.of the Max. &Min. points. 

⑦ 
 

(ii) G1 Any curve clearly symmetric in y-axis 
 

 G1 Shape correct 
 

 G1 A Max. TP at (0, 2)  FT 
 

 G1 Min. TPs at  ( 2
3 , – e1.5)  FT 

 

 G1 Zeroes at  x = 2
1 , 2 FT 

⑤ 
 
 
 
 
 
 



SI-2015/Q2 
(i) M1 Use of cos(A – B) formula with A = 60o, B = 45o  OR  A = 45o, B = 30o 
   or 2 cos2 15o – 1 etc. 

 A1 Exact trig.values used (visibly) to gain  cos 15o = 
22

13 

 
legitimately (Given Answer) 

 M1 Similar method OR  sin = 2cos1 (as 15o is acute, no requirement to justify +vesq.rt.) 

 A1 sin 15o = 
22

13 
(however legitimately obtained)       ④ 

 
(ii) M1 Use of cos(A + B) formula and double-angle formulae OR de Moivre’sThm. (etc.) 

 A1 cos3α  4cos3α – 3cosα 

 A1 Justifying/noting that  x = cosα  is thus a root of  03cos34 3  xx  

 M1  For serious attempt to factorise     cxcx  34 33  as linear × quadratic factors 

   or via Vieta’s Theorem (roots/coefficients) 

 A1   34)( 22  ccxxcx  

 M1 Solving    03444 22  ccxx FT their quadratic factor 

  Remaining roots are x =   34 22
2
1  ccc  

 M1 Use of  21 cs   to simplify sq.rt. term 

 A1 x =   sin3cos2
1   

⑧ 

(iii) M1 0
2

2

2

3

2

1 3  yy  

 A1 0
2

2

2

1
3

2

1
4

3
















yy  

 M1 cos3α = 
2

2
 = cos 45o 

 A1 α = 15o 

 M1 cos
2

1
y ,    sin3cos2

1  ,   sin3cos2
1   with their α 

 A1 y = 2 cos 15o = 
2

13 
 

 A1 oo 15cos15sin3  = 
2

13 
  

 A1 oo 15cos15sin3  = 2  

⑧ 
 
 
 
 
 



B1 For correct lengths in smaller  

M1 By similar s (OR trig.ORcoord.geom.) 

A1 
)(

)(

2
1

2
1

ab

ab

b

PQ





 
 PQ = 

ab

abb


 )(

 

M1 so a guard at a corner can see  2(b + PQ)  

A1 = 
ab

b



24
(might be given as all but 

ab

ba



4
 or as a  

fraction of the perimeter)                     

 

 Lengths a2
1 and )(2

1 ab  in smaller  

M1 By similar s (OR trig.ORcoord.geom.) 

A1 
)(2

1

2
1

2
1

ab

a

PQ

b




 

 PQ = 
a

abb

2

)( 
 

M1 so a guard at a midpoint can see  b + 2PQ 

A1 = 
a

b 2

(might be given as all but 
a

bab )4( 
or as a  

fraction of the perimeter)  
 

Lengths a2
1 and )(2

1 ab  in smaller  

M1 By similar s (OR trig. OR coord.geom.) 

A1 
)(2

1

2
1

ab

a

b

PQ




 
 PQ = 

ab

ba


 

M1 so a guard at a midpoint can see  4b – 2PQ 

A1 = 
ab

abb


 )32(2

(might be given as all but 
ab

ba



2
 or as a  

fraction of the perimeter) 
 

SI-2015/Q3 

  )(2
1 ab       

 

)(2
1 ab      

 

 
 b             a   Q  

        
 

  ⑤ 
  
       

 
 b2

1  
 

      

M       
       
 

④ 
 
  

P      
      
 
  M          Q 
 
 

④ 
 

 B1 Recognition that  b = 3a  is the case when guard at M / C equally preferable  
(P at corner in the two M cases) 

 M1A1 Relevant algebra for comparison of one case
a

b

ab

b 224



  ba

aba

b



3

)(

2

 

A1 Correct conclusion: Guard stands at C for  b< 3a and at M for  b> 3a 

 M1A1 Relevant algebra 
ab

abb

ab

b







)32(24 2

  ba
abab

ba



3

))((

2
 

A1 Correct conclusion: Guard stands at C for  b< 3a and at M for  b> 3a   

⑦ 
 
 
 
 
 
 

 

C                              P 

Q                     P 

Overall, I am anticipating that most attempts will do the Corner scenario and one of the Middle scenarios. This 

will allow for a maximum of 12 = 5 (for the Corner work) + 4 (for the Middle work) + 3 (for the comparison). 

In this circumstance, it won’t generally be suitable to give the B1 for the   b = 3a observation. 



SI-2015/Q4 

 M1 When P is at (x, 2
4
1 x ) ... and makes an angle of   with the positive x-axis 

 

 A1 ... the lower end, Q, is at   sin  ,cos 2
4
1 bxbx   

 M1 Also, 2
4
1 xy   x

x

y
2
1

d

d
  = tan 

 A1 x = 2 tan i.e. P =   2  tan,tan2  

A1A1 so thatQ =   sin  tan,costan2 2 bb    obtained legitimately (Given Answer) 
⑥ 

M1A1  When  x = 0,   costan2 b 



cos

tan2
b  

M1A1  Substg. into y-coordinate    yA = 

 22 tan

cos

sin
tan2tan    

④ 
              

M1A1  Eqn. of line AP is  2tantan  xy  
 

 M1A1  Area between curve and line is       tantan 22
4
1 xx dx 

 

 B1  Correct limits (0, 2tan α ) 
 

 A1A1  =   22
2
13

12
1 tantan xxx   (Any 2 correct terms; all 3) 

 

 A1A1  =  333
3
2 tan2tan2tan    (Any 2 correct terms; all 3 FT) 

A1   = 3
3
2 tan obtained legitimately (Given Answer)     ⑩ 

 
 ALTERNATIVE      
 
              O                   B            C 

 
              A    
                
 

 M1 A1  for obtaining the “conversion factor”  bcos  = 2 tan  or  tan2 = sin2
1 b  

 M1 A1  for distances OB = BC (= cos2
1 b )  and  so  PC = OA = tan2 

 M1 A1  giving  OABCPB 

 A1    Area is  2
4
1 x dx 

 B1  Correct limits (0, 2 tan ) used 
 A1 A1  Correct integration; correct Given Answer 
 

 ALTERNATIVE Translate whole thing up by tan2  and calculate   



cos

0

22
4
1 tan

b

x dx –  

P 



SI-2015/Q5 

(i) M1A1  f(x) = 
1

3)1(







 
x

t x

 

A1  = 
x

x2
           ③ 

 
M1   Differentiating by use of Quotient RuleOR taking logs.anddiffg. implicitly) 

 B1  for   2ln.22
d

d xx

x
  seen at any stage 

 A1  
x

y

d

d
 = 

2

22ln .2. 

x

x xx 
 

 A1  TP at  





 2ln e  ,

2ln

1

  
(y-coordinate not required)  

 B1  Jusitfying that the TP is a minimum       ⑤ 

 

 G1  Generally correct -shape 
 G1  Asymptotic to y-axis  

and TP in FT correct position 

② 
 

(ii) M1  Let  xtxu 21 22   
 A1  2u du = – 2xdt 

 B1  t: (–1, 1) u: ( | 1 + x |, | 1 – x | )   Correct limits seen at any stage 

 M1A1  Full substn. attempt; correct     g(x) = 


u
x

d . 1
1

 

 A1  g(x) =  xx
x

 11
1

 n. may be done directly, but be strict on the limits 

   org(x) =






















1
2

112

1
2

x
x

x

x
x

 

   (Must have completely correct three intervals:  x< –1, 11  x ,  x> 1) 

 

 M1  Graph split into two or three regions 
 A1 A1  Reciprocal graphs on LHS & RHS (must be asymptotic to x-axis) 
   (Allow even if they approach y-axis also) 

 A1  Horizontal line for middle segment 

⑩ 
 



SI-2015/Q6 
 
 Let P, Q, R and S be the midpoints of sides (as shown)   

Then         P 

 M1A1  p= ba 2
1

2
1  ,  q = ab  2

1
2
1 , 

   r= ba  2
1

2
1 , s = ab 2

1
2
1        Q 

 and 

 M1A1   aa  2
1SRPQ     S 

 A1   bb  2
1PSQR   

 A1  so that PQSR  is a //gm.     R 
(opposite sides // and equal)   

⑥ 
 M1     bbaa  2

1
2
1QSPQQRPQ     for use of the scalar product 

 A1       =  babababa 4
1

 Do not accept ba  etc. 

 M1  Use of perpendicularity of  OA, OB  and  OA, OB 
        =  baba  4

1  

 M1  AOB =     AOB = 180o–  ; and  cos(180o –  ) = – cos 
 A1       = 0  since cosba ba  and cosba ba  

and we are given that a = b  and  a = b 
 A1  so that  PQRS  is a rectangle (adjacent sides perpendicular)     

⑥ 

 B1  PQPQSRPQ  22  =  aa  2)( 22
4
1 aa  

 B1  22 PSQR   =  bb  2)( 22
4
1 bb      

 M1  Since a = b,  a = b  and    o90cosaaaa ,    o90cosbbbab  

 A1  it follows that PQRS is a square (adjacent sides equal)     

④ 

 M1A1  Area PQRS =    o22
4
1 90cos2)( aaaa  

 M1  ... which is maximal when    190cos o   

 A1  i.e. when  o90           

④ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



SI-2015/Q7 
 M1  f (x) = 6ax – 18x2 
            = 6x(a – 3x) 

 A1A1           = 0  for  x = 0    and    x = 3
1 a 

 A1A1   f(0) = 0       f( 3
1 a) = 9

1 a3 

 A1       (Min. TP)       (Max. TP)     since f(x) is a ‘negative’ cubic 
    (f(0) = 0 and the TPs may be shown on a sketch – award the marks here if necessary) 

   ⑥ 

M1  Evaluating at the endpoints 

A1A1  f(– 3
1 ) = 9

1 (3a + 2);     f(1) = 3a – 6        

     ③ 

 M1  9
1 (3a + 2)  9

1 a3    a3 – 3a – 2  0 

 M1                (a + 1)2(a – 2)  0 

 A1  and since a  0,  a  2 
 

 M1  9
1 a3   3a – 6    a3 – 27a + 54  0   

 M1               (a – 3)2(a + 6)  0 

 A1  which holds for all a  0 
 

 M1  9
1 (3a + 2)  3a – 6    3a + 2  27a – 54    

     8(3a – 7)  0 

      A1             a  3
7

  (which, actually, affects nothing, but working should appear)  

     ⑧ 
 
  Thus 

 B1B1B1 M(a) = 












363

32

20)23(
3

9
1

9
1

aa

aa

aa

  (Ignore ‘non-unique’ allocation of endpoints) ③ 

   (Do not award marks for correct answers unsupported or from incorrect working) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



SI-2015/Q8 
(i)   S = 1    +    2    +     3    +   … + (n – 2) + (n – 1) + n 
 M1  S = n + (n – 1) + (n – 2) + … +      3      +     2     + 1       Method 

 M1   2S = n (n + 1)      Adding 

 A1  S = 2
1 n(n + 1)   obtained legitimately (Given Answer) 

   (Allow alternatives using induction or the Method of Differences, for instance, but NOT by stating 

  that it is an AP and just quoting a formula; ditto -number formula)   

③ 

(ii)      (N – m)k + mk   (k odd) 

 M1A1  = kkkkkk mmNm
k

k
Nm

k
mN

k
N 



























  1  2  21  

1
...

21
 

 E1  which is clearly divisible by N (since each term has a factor of N) 
   (Allow alternatives using induction, for instance)      

③ 

   Let S = 1k + 2k + … + nk  an odd no. of terms 
 

 M1   = 0k + 1k + 2k + … + nk an even no. of terms 
 

 M1    =      kkkkkk nnnn )()(...1)1(0)0( 2
1

2
1

2
1

2
1   

   (no need to demonstrate final pairing but must explain fully the pairing up or the single extra nk term) 

 E1  and, by (ii), each term is divisible by n.       

③ 

   For    S = 1k + 2k + … + nk  an even no. of terms 
 

 M1   = 0k + 1k + 2k + … + nk an odd no. of terms 
 

 M1   =        kkkkkkk nnnnn 2
1

2
1

2
1 )1()1(...1)1(0)0(   

   (no need to demonstrate final pairing but must explain the pairing and note the separate, single term) 
 

   and, by (ii), each paired term is divisible by n 

 E1  and the final single term is divisible by  2
1 n    required result    

③ 

M1  By the above result … for n even, so that (n + 1) is odd   
A1  (n + 1) | 1k + 2k + … + nk  + (n + 1)k 

 E1  (n + 1) |S + (n + 1)k     (n + 1) |S 
 
 M1  By the above result … for n odd, so that (n + 1) is even   

A1  2
1 (n + 1) | 1k + 2k + … + nk  + (n + 1)k 

 E1  2
1 (n + 1) | S + (n + 1)k     2

1 (n + 1) |S   (as 2
1 (n + 1) is an integer) 

   

 E1  Since hcf(n, n + 1) = 1    hcf( 2
1 n, n + 1) = 1 for n even 

 E1     and  hcf(n, 2
1 (n + 1)) = 1 for n odd 

   So it follows that  2
1 n(n + 1) | S  for all positive integers n    ⑧ 



SI/15/Q9 

 M1  Time taken to land (at the level of the projection) (from y = utsin – 2
1 gt2 ,  y = 0, t  0) 

A1   is 
g

u
t

sin2
 (may be implicit) 

 M1   Bullet fired at time t 





 



6

0 t  lands at time 

 A1  





  t

g

u
tTL 

3
sin

2
 

 M1A1  





  t

g

u

t

TL 
3

 cos
2

1
d

d
 = 















  tk

k


3
 cos

1
 

 A1          = 0  when 





  tk 

3
 cos  

 M1A1  Horizontal range is  
g

u
R

 cossin2 2


  

(from y = utsin – 2
1 gt2  with above time) 

 A1   2
2

1
2

kk
g

u
RL     obtained legitimately (Given Answer)   ⑩

  

M1A1  0
3

sin
2

d

d 2

2

2







  t

g

u

t

TL 
  maximum distance 

 M1A1  


6

0  t   in  





  tk 

3
cos

 
 

2

3

2

1
 k      ④ 

 

M1  If  k < 2
1   then 0

d

d


t

TL  throughout the gun’s firing … 

 A1  … and TL  is a (strictly) decreasing function. 
 M1  Then  TL max. occurs at  t = 0 

 A1   i.e.
3

    

 M1A1  and  
g

u

g

u
RL 2

3

2

3

2

12 22

        ⑥ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



SI-2015/Q10 
 B1  Speed of rain relative to bus is  vcos  – u   (or u – vcos  if negative) 
 

 M1A1  When u = 0,  A  hvcos  + avsin (width of bus and time units may be included as factors) 
 

 E1  When  vcos  – u > 0, rain hitting top of bus is the same, and rain hits back of bus 

   as before, but with  vcos  – u  instead of  vcos 

 E1  When  vcos  – u < 0, rain hitting top of bus is the same, and rain hits front of bus 

   as before, but with  u – vcos  instead of  vcos 

 A1  Together,  A  h |vcos  – u| + avsin Fully justified (Given Answer) 

              ⑥ 

 M1  Journey time 
u

1
 so we need to minimise 

 A1  
u

uvh

u

av
J

|cos|sin 



 (Ignore additional constant-of-proportionality factors) 

 

 M1  For  vcos  – u > 0, 

if  w  vcos , we minimise h
u

hv

u

av
J 

 cossin

 
E1  and this decreases as u increases

 

 E1  and this is done by choosing u as large as possible; i.e. u = w 
 

 M1  For  u – vcos > 0, 

   we minimise  h
u

hv

u

av
J 

 cossin

 
 E1  and this decreases as u increases if  a sin > hcos 

 E1  so we again choose u as large as possible; i.e. u = w 

   [Note: minimisation may be justified by calculus in either case or both.]     

⑧ 
 

M1  If  a sin < hcos , then J increases with u when u exceeds vcos 

 A1  so we choose u = vcos  in this case 

              ② 

 
M1A1  If a sin  = hcos  then  J is independent of u, so we may as well take  u = w ② 

  

M1  Replacing   by  180o –   gives  h
u

hv

u

av
J 

 cossin

 
 A1  Which always decreases as u increases, so take u = w  again 

              ② 

 
 
 
 
 



SI-2015/Q11 
 

(i) B1  ↺O1: F = F1 

  ↺O2: F = F2  (Both, with reason)        

      ① 

 
 
 
 

(ii) B1 Resg. ||plane (for C1):           sin11 WRF    
 

 B1 Resg.r. plane (for C1):        cos11 WFR    
 

 B1 Resg.||plane (for C2):          sin22 WRF    
 

 B1 Resg.r. plane (for C2):       cos22 WFR    

  Max 4 marks to be given for four independent statements (though only 3 are required). 
  One or other of 

Resg.||plane (for system) :     sin2121 WWFF   
 

   Resg.r. plane (for system) :   cos2121 WWRR   

  may also appear instead of one or more of the above. 

   (F1 and F2 may or may not appear in these statements as F, but should do so below)  ④ 

  

M1A1  Equating for sin : 
21 W

RF

W

RF 



 using  and  

 

 M1A1  Re-arranging for F in terms of R: R
WW

WW
F 












21

21  

 

 M1  Use of the Friction Law, RF   
 

 A1    



21

21

WW

WW
 obtained legitimately (Given Answer)   ⑥

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

O1 

O2 



M1A1  (e.g.)     
FR

RF





1

tan  

M1A1  Substg. for R  = 
FR

WW

WW
FF
















1

21

21

 
using F

WW

WW
R 












21

21  

 A1     = 
11

21

12

FR

WW

W
F













 

M1A1  Substg. for R1 (correct inequality) using Friction Law 111 RF    
1

1
1 

F
R   



1
1

1

21

12

F
F

WW

W
F















  

 M1   Tidying-up algebra    = 








 











1

1

21

1

1

2




F

WW

W
F

 

 

A1      tan     211

11

1

2

WW

W

 


 obtained legitimately (Given Answer) 

⑨ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



SI-2015/Q12 

(i) M1A1  P(exactly r out of n need surgery) = 
rnr

r

n   

4

3
 

4

1
 


























(A binomial prob. term; correct) 

② 

(ii) M1  P(S = r) = 
! )( ! 

! 

! 

8e

  

8

rnr

n

nrn

n








 rnr   

4

3
 

4

1


















Attempt at sum of appropriate product terms 

 B1B1A1  Limits  All internal terms correct; allow nCr for the A mark 
 

 M1     = 
rnr

rn

n

rnr

  

  

8

4

3
 

4

1

! )(

8

! 

e






















 Factoring out these two terms 

 

 M1     = 
n

rn

rn

n

rnr 4

3

! )(

8

! 

e   

  

8 






 Attempting to deal with the powers of 3 and 4 

 

 A1     = 









rn

rnn

rnr   

  8

! )(

32

! 

e
Correctly 

 

 M1     = 









rn

rnr

rnr   

  8

! )(

6

! 

2e
Splitting off the extra powers of 2 ready to … 

 

 M1     = 




 

0  

8

! 

6
 

! 

2e

m

mr

mr
 … adjust the lower limit (i.e. using  m = n – r) 

 

 A1     = 6
8

e
! 

2e




r

r

    i.e. 
!

2e 2

r

r

 

 

 A1  … which is Poisson with mean 2         (Give B1 for noting this without the working) ⑪ 

 
(iii) M1  P(M = 8 |M + T = 12)  Identifying correct conditional probability outcome 
 

 A1A1A1 = 

! 12

4e
! 4

2e

! 8

2e

124

4282












  One A mark for each correct term (& no extras for 3rd A mark) 

 

 A1A1  = 
! 4 ! 84

! 122
12

12




   Powers of e cancelled; factorials in correct part of the fraction –  

(unsimplified is okay at this stage) 
 

A1  = 
4096

495
          ⑦ 

 
 
 
 
 
 
 
 



SI-2015/Q13 
   Reminder 
    A : the 1st6 arises on the nth throw 
    B : at least one 5 arises before the 1st6 
    C : at least one 4 arises before the 1st6 
    D : exactly one 5 arises before the 1st6 
    E : exactly one 4 arises before the 1st6 

 

(i) M1A1  P(A) =    6
11  

6
5  n          ② 

 

(ii) M1A1  By symmetry (either a 5 or a 6 arises before the other),  P(B) = 2
1

   ② 

 
(iii) M1  The first 4s, 5s, 6s can arise in the orders 456, 465, 546, 564, 645, 654 
 

 A1    P(BC)  = 3
1 (i.e. “by symmetry” but with three pairs)      

② 

 

(iv) M1A1A1 P(D) =             ...
1

3

1

2
6
12

6
4

6
1

6
1

6
4

6
1

6
1

6
1 

















  

M1 for infinite series with 1stterm ; A1 for 2nd term ; A1 for 3rd term and following pattern  
 

 M1   =       ...321 2
3
2

3
2

36
1    For factorisation and an infinite series 

 

 M1   =    2
3
2

36
1 1      Use of the given series result 

 

 A1   = 4
1

           

⑥ 
 

(v) M1  P(DE) = P(D) + P(E) – P(DE)  Stated or used 
 

 B1  P(E) = P(D) = answer to (iv)   Stated or used anywhere 
 

 M1A1A1 P(DE) =                ...
2

4

1

3
6
1

6
1

6
22

6
3

6
1

6
1

6
2

6
3

6
1

6
1

6
2 

















  

M1 for infinite series with 1stterm ; A1 for 2nd term ; A1 for 3rd term and following pattern  
 

 M1   =       ...631 2

2
1

2
1

108
1    For factorisation and an infinite series 

 

 M1   =    3
2
1

108
1 1      Use of the given series result 

 A1  P(DE) = 54
23

27
2

2
1           
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Question 1 

(i)  ݀
ݔ݀

ሺݔ െ lnሺ1  ሻሻݔ ൌ 1 െ
1

1  ݔ
  B1 

  For ݔ  0, 
ଵ

ଵା௫
൏ 1  M1 

  Therefore 
ௗ

ௗ௫
ሺݔ െ lnሺ1  ሻሻݔ  0 for ݔ  0  A1 

  If ݔ ൌ ݔ ,0 െ lnሺ1  ሻݔ ൌ 0   

  Therefore ݔ െ lnሺ1  ሻ is positive for all positiveݔ  .ݔ B1 

     

  Therefore 
ଵ


െ ln ቀ1 

ଵ


ቁ  0 for all positive ݇.   

  So, 


1
݇



ୀଵ

  ln ൬1 
1
݇
൰



ୀଵ

 
B1 

 
ln ൬1 

1
݇
൰ ൌ ln ൬

݇  1
݇

൰ ൌ lnሺ݇  1ሻ െ ln ݇  M1 

  So, 

ln൬1 
1
݇
൰



ୀଵ

ൌ  lnሺ݇  1ሻ െ ln ݇



ୀଵ

ൌ lnሺ݊  1ሻ െ ln 1 
M1 

  Therefore, 


1
݇



ୀଵ

 lnሺ݊  1ሻ 
A1 

     

(ii)  ݀
ݔ݀

ሺݔ  lnሺ1 െ ሻሻݔ ൌ 1 െ
1

1 െ ݔ
  B1 

  For 0 ൏ ݔ ൏ 1, 
ଵ

ଵି௫
 1  M1 

  Therefore 
ௗ

ௗ௫
ሺݔ  lnሺ1 െ ሻሻݔ ൏ 0 for 0 ൏ ݔ ൏ 1.  A1 

  If ݔ ൌ ݔ ,0  lnሺ1 െ ሻݔ ൌ 0   

  Therefore ݔ  lnሺ1 െ ሻ is negative for 0ݔ ൏ ݔ ൏ 1.  B1 

     

  Therefore 
ଵ

మ
 ln ቀ1 െ

ଵ

మ
ቁ ൏ 0 for all ݇  1.   

  So, 


1
݇ଶ



ୀଶ

൏ െln ൬1 െ
1
݇ଶ
൰



ୀଶ

 
B1 

 
െln ൬1 െ

1
݇ଶ
൰ ൌ െln ቆ

݇ଶ െ 1
݇ଶ

ቇ ൌ െ lnሺ݇ െ 1ሻ  2 ln ݇ െ lnሺ݇  1ሻ 
M1 M1 
A1 

  So, 

െln ൬1 െ
1
݇ଶ
൰



ୀଶ

ൌ ln 2  ln ݊ െ lnሺ݊  1ሻ 
M1 A1 

  As ݊ → ∞, ln ݊ െ lnሺ݊  1ሻ → 0  B1 

  Therefore, 


1
݇ଶ

ஶ

ୀଵ

ൌ
1
1ଶ


1
݇ଶ

ஶ

ୀଶ

൏ 1  ln 2 
A1 

 

   



Question 1 

Note that the statement of the question requires the use of a particular method in both parts. 

(i)   

B1  Correct differentiation of the expression. 

M1  Consideration of the sign of the derivative for positive values of ݔ. 
A1  Deduction that the derivative is positive for all positive values of ݔ. 
B1  Clear explanation that ݔ െ lnሺ1  ሻ is positive for all positiveݔ  .ݔ

Note that answer is given in the question. 

B1  Use of ݔ ൌ
ଵ


 and summation. 

M1  Manipulation of logarithmic expression to form difference. 

M1  Attempt to simplify the sum (some pairs cancelled out within sum). 

A1  Clear explanation of result. 
Note that answer is given in the question. 

   

(ii)   

B1  Correct differentiation of the expression. 

M1  Consideration of the sign of the derivative for 0 ൏ ݔ ൏ 1. 
A1  Deduction that the derivative is negative for this range of values. 

B1  Deduction that ݔ  lnሺ1 െ  .ሻ is negative for this range of valuesݔ
B1  Use of ݔ ൌ

ଵ

మ
 and summation. 

M1  Expression within logarithm as a single fraction and numerator simplified. 

M1  Logarithm split to change at least one product to a sum of logarithms or one quotient as a 
difference of logarithms. 

A1  Complete split of logarithm to required form. 

M1  Use of differences to simplify sum. 

A1  ln 2 correct. 
B1  Correctly dealing with limit as ݊ → ∞. 

Note that answers which use ∞ as the upper limit on the sum from the beginning must 
have clear justification of the limit. Those beginning with  as the upper limit must have 
ln ݊ െ lnሺ݊  1ሻ correct in simplified sum. 

A1  Inclusion of ݇ ൌ 1 to the sum to reach the final answer. 
Note that answer is given in the question. 

 

   



Question 2 

  ܤܥܣ∠ ൌ ߨ െ ߙ3 B1 

  ܤܣ
sinሺߨ െ ሻߙ3

ൌ
ݔ

sin ߙ
  M1 A1 

  sinሺߨ െ ሻߙ3 ൌ sin  ߙ3 B1 

 
∴ ܤܣ ൌ

ݔ sin ߙ3
sin ߙ

   

 
ൌ
ሺsinݔ ߙ cos ߙ2  cos ߙ sin ሻߙ2

sin ߙ
  M1 

 
ൌ
ሺsinݔ ߙ ൈ ሺ1 െ 2 sinଶ ሻߙ  cos ߙ ൈ 2 sin ߙ cos ሻߙ

sin ߙ
  M1 M1 

  ܤܣ ൌ ሺ3 െ 4 sinଶ  ݔሻߙ A1 

     

  ܧܦ ൌ ܤܣ െ ܧܤ െ ܧܦ or) ܦܣ ൌ ܤܦ െ  (ܧܤ B1 

  ܧܦ ൌ ܤܣ െ ܧܤ െ ଵ
ଶ
ܤܣ ൌ ଵ

ଶ
ܤܣ െ  ܧܤ  

  ܧܦ ൌ
ݔ
2
ሺ3 െ 4 sinଶ ሻߙ െ ݔ cos  ߙ2 B1 B1 

  ܧܦ ൌ
ݔ
2
൫ሺ3 െ 4 sinଶ ሻߙ െ 2ሺ1 െ 2 sinଶ ሻ൯ߙ ൌ

ݔ
2
  M1 M1 

A1 

     

  sinሺ∠ܧܥܨሻ ൌ
ா

௫
ൌ

ଵ

ଶ
, so ∠ܧܥܨ ൌ

గ


  B1  

M1 A1 

  Therefore ∠ܨܥܣ ൌ ߨ െ ߙ3 െ ቀగ
ଶ
െ ቁߙ2 െ

గ


ൌ

గ

ଷ
െ  ߙ M1 M1 

 
ܨܥܣ∠ ൌ

1
3
ሺߨ െ ሻߙ3 ൌ

1
3
 ܤܥܣ∠

So ܥܨ trisects the angle ܤܥܣ 
A1 

 

   



Question 2 

B1  Expression for ∠ܤܥܣ (may be implied by later working). 

M1  Application of the sine rule. 

A1  Correct statement. 

B1  Does not need to be stated as long as implied in working. 

M1  Use of sinሺܣ   .ሻ formulaܤ

M1  Use of double angle formula for sin. 

M1  Use of double angle formula for cos.  

A1  Simplification of expression. 
Note that answer is given in the question. 

   

B1  Identification of this relationship between distances. (just ܦܤ െ  (is sufficient ܧܤ
B1  Correct expression substituted for the length of ܦܤ. 
B1  Correct expression substituted for the length of ܧܤ. 
M1  Use of double angle formula for cos. 

M1  Simplification of expression obtained. 

A1  Correct expression independent of ݔ. 
   

B1  Identification of a right angled triangle to calculate sinሺ∠ܧܥܨሻ. 
M1  Deduction that one of the lengths in sine of this angle is equal to ܧܦ. 
A1  Value of the angle (Degrees or radians are both acceptable). 

M1  Obtaining ∠ܧܥܤ ൌ
గ

ଶ
െ  ߙ2

M1  Use of ∠ܨܥܣ ൌ ܤܥܣ∠ െ ܧܥܤ∠ െ  .ܧܥܨ∠
A1  Expression to show that ∠ܨܥܣ ൌ

ଵ

ଷ
 .and conclusion stated ܤܥܣ∠

 

   



Question 3 

  ଼ܶ െ ܶ is the number of triangles that can be made using a rod of length 8 and 
two other, shorter rods. 

M1 

  If the middle length rod has length 7 then the other rod can be 1, 2, 3, 4, 5 or 6.  M1 

  If the middle length rod has length 6 then the other rod can be 2, 3, 4 or 5.   

  If the middle length rod has length 5 then the other rod can be 3 or 4.  M1 

  ଼ܶ െ ܶ ൌ 2  4  6.  A1 

     

  Assume that the longest of the three rods has length 7:  M1 

  If the middle length rod has length 6 then the other rod can be 1, 2, 3, 4 or 5.  M1 

  If the middle length rod has length 5 then the other rod can be 2, 3 or 4.   

  If the middle length rod has length 4 then the other rod must be 3.  M1 

  Therefore  ܶ െ ܶ ൌ 1  3  5.  A1 

  ଼ܶ െ ܶ ൌ ଼ܶ െ ܶ  ܶ െ ܶ ൌ 1  2  3  4  5  6.  A1 

     

  ଶܶ െ ଶܶିଵ ൌ 2  4 ⋯ 2ሺ݉ െ 1ሻ B1 

  ଶܶ െ ଶܶିଶ ൌ 1  2  3 ⋯ 2ሺ݉ െ 1ሻ B1 

     

  ସܶ ൌ 3. (The possibilities are ሼ1, 2, 3ሽ, ሼ1, 3, 4ሽ and ሼ2, 3, 4ሽ.)  B1 

  Substituting ݉ ൌ 2 into the equation gives  ସܶ ൌ
ଵ


ሺ2ሻሺ2 െ 1ሻሺ4 ൈ 2  1ሻ ൌ 3.   

  Therefore the formula is correct in the case ݉ ൌ 2.  B1 

  Assume that the formula is correct in the case ݉ ൌ ݇: 

ଶܶሺାଵሻ ൌ ଶܶ ݎ

ଶ

ୀଵ

 
M1 

 
ଶܶሺାଵሻ ൌ

ଵ


݇ሺ݇ െ 1ሻሺ4݇  1ሻ 

ଶ

ଶ
ሺ2݇  1ሻ   M1 

 
ଶܶሺାଵሻ ൌ




ሾ4݇ଶ െ 3݇ െ 1  12݇  6ሿ ൌ

ሺାଵሻ


ሺ݇ሻሺ4ሺ݇  1ሻ  1ሻ, which is a 

statement of the formula where ݉ ൌ ݇  1. 
M1 

  Therefore, by induction,  ଶܶ ൌ
ଵ


݉ሺ݉ െ 1ሻሺ4݉  1ሻ  A1 

     

  ଶܶ െ ଶܶିଵ ൌ 2  4 ⋯ 2ሺ݉ െ 1ሻ ൌ ݉ሺ݉ െ 1ሻ.  M1 A1 

  Therefore  ଶܶିଵ ൌ
ଵ


݉ሺ݉ െ 1ሻሺ4݉  1ሻ െ ݉ሺ݉ െ 1ሻ.   

 
ଶܶିଵ ൌ

ଵ


݉ሺ݉ െ 1ሻሺ4݉ െ 5ሻ. (Or  ଶܶାଵ ൌ

ଵ


݉ሺ݉  1ሻሺ4݉ െ 1ሻ)  A1 

 

   



Question 3 

M1  Appreciation of the meaning of ଼ܶ െ ܶ. 

M1  Identify the number of possibilities for the length of the third rod in one case. 

M1  Identify the set of possible cases and find numbers of possibilities for each. 

A1  Clear explanation of the result. 
Note that answer is given in the question. 

M1  An attempt to work out  ܶ െ ܶ. 

M1  Correct calculation for any one defined case. 

M1  Identification of a complete set of cases. 

A1  Correct value for  ܶ െ ܶ. 

A1  Correct deduction of expression for ଼ܶ െ ܶ. 

B1  Correct expression. No justification is needed for this mark. 

B1  Correct expression. No justification is needed for this mark. 

B1  Correct justification that  ସܶ ൌ 3. Requires sight of possibilities or other justification. 
B1  Evidence of checking a base case. (Accept confirmation that ݉ ൌ 1 gives  ଶܶ ൌ 0 here.) 
M1  Application of the previously deduced result. 

M1  Substitution of formula for ݉ ൌ ݇ and the formula for the sum. 

M1  Taking common factor to give a single product. 

A1  Re‐arrangement to show that it is a statement of the required formula when ݉ ൌ ݇  1 
and conclusion stated. 

M1  Use of result from start of question. 

A1  Correct summation of 2  4 ⋯ 2ሺ݉ െ 1ሻ. 
A1  Correct formula reached (any equivalent expression is acceptable). 

 

   



Question 4 

(i) 

ݕ ൌ ݂ሺݔሻ 

B1 
B1 

   

(ii)  ௗ

ௗ௫
ቀ ௫

ଵା௫మ
ቁ ൌ

൫ଵା௫మ൯ሺଵሻିሺ௫ሻሺଶ௫ሻ

ሺଵା௫మሻమ
, so stationary points when ݔ ൌ േ1. 

ݕ ൌ
௫

ଵା௫మ
 

B1 
B1 
M1 
A1 
A1 

   

 

ݕ ൌ ݃ሺݔሻ 

B1 
B1 
B1 
B1 

   

(iii) 

ݕ ൌ
௫

ଵି௫మ
 

B1 
B1 
B1 
B1 

   

 

ݕ ൌ ݄ሺݔሻ 

B1 
B1 
B1 
B1 
B1 



 

Question 4 

Penalise additional sections to graphs (vertical translations by േߨ) only on the first occasion 
providing that the correct section is present in later parts. 

B1  Correct shape. 

B1  Asymptotes ݕ ൌ
గ

ଶ
 and ݕ ൌ

ଷగ

ଶ
 shown. 

   

B1  Rotational symmetry about the point ሺ0,0ሻ. 
B1  Correct shape. 

M1  Differentiation to find stationary points. 

A1  Correct stationary points ‐ ൫േ1,േభ
మ
൯. (ݔ‐coordinates) 

A1  Correct ݕ‐coordinates. 
   

B1  Rotational symmetry about the point ሺ0,  .ሻߨ
B1  Correct shape. 

B1  Stationary points have same ݔ‐coordinates as previous graph. (Follow through incorrect 
stationary points in previous graph if consistent here). 

B1  Correct co‐ordinates for stationary points ‐ ൫േ1, ߨ േ arctan భ
మ
൯ 

   

B1  Correct asymptotes ݔ ൌ േ1. 
B1   .axis as an asymptote‐ݔ

B1  Middle section correct shape. 

B1  Outside sections correct shape. 

   

B1  Section for െ1 ൏ ݔ ൏ 1 correct shape. 
B1  ݄ሺെ1ሻ ൌ

గ

ଶ
. 

B1  ݄ሺ1ሻ ൌ
ଷగ

ଶ
. 

B1  Section for ݔ  1 correct with asymptote ݕ ൌ  .ߨ2
B1  Section for ݔ  െ1 correct with asymptote ݕ ൌ 0 or a rotation of ݔ  1 section about 

ሺ0,  .ሻߨ
 

   



Question 5 

(i)  tan ଵܵ ൌ tan ቀarctan
ଵ

ଶ
ቁ ൌ

ଵ

ଵାଵ
, so the formula is correct for ݊ ൌ 1.  B1 

  Assume that tan ܵ ൌ


ାଵ
:   

  ܵାଵ ൌ ܵ  arctan
ଵ

ଶሺାଵሻమ
.  M1 

 
tan ܵାଵ ൌ

ೖ
ೖశభ

ା
భ

మሺೖశభሻమ

ଵିቀ
ೖ

ೖశభ
ቁቀ

భ
మሺೖశభሻమ

ቁ
   M1 

  tan ܵାଵ ൌ
ଶሺାଵሻమାሺାଵሻ

ଶሺାଵሻయି
, which simplifies to 

tan ܵାଵ ൌ
ሺାଵሻ

ሺାଵሻାଵ
. 

M1 A1 

  Hence, by induction tan ܵ ൌ


ାଵ
.  A1 

     

  Clearly,  ଵܵ ൌ arctan ቀ
ଵ

ଶ
ቁ.  B1 

  Suppose that it is not true that ܵ ൌ arctan ቀ


ାଵ
ቁ for all values of ݊.  

Then there is a smallest positive value, ݇ such that ܵ ് arctan ቀ


ାଵ
ቁ. 

 

  Since ܵ  ܵିଵ, ܵିଵ ൌ arctan ቀ
ିଵ


ቁ and tan ܵ ൌ



ାଵ
, but ܵ ് arctan ቀ



ାଵ
ቁ 

ܵ െ ܵିଵ   .ߨ
M1 M1 

  However, ܵ െ ܵିଵ ൌ arctan ቀ
ଵ

ଶమ
ቁ ൏

గ

ଶ
, so this is not possible.  A1 

  Therefore ܵ ൌ arctan ቀ


ାଵ
ቁ.  A1 

     

(ii)  tan ߙ2 ൌ
ସమ

ସరିଵ
.  M1 A1 

  So, 
ଶ ୲ୟ୬ఈ
ଵି୲ୟ୬మ ఈ

ൌ
ସమ

ସరିଵ
  B1 

  Which simplifies to 2݊ଶ tanଶ ߙ െ ሺ1 െ 4݊ଶሻ tan ߙ െ 2݊ଶ ൌ 0  M1 A1 

  ሺtan ߙ  2݊ଶሻሺ2݊ଶ tan ߙ െ 1ሻ ൌ 0 A1 

  Since ߙ must be acute, tan  . cannot equal െ2݊ଶߙ B1 

  Therefore ߙ ൌ arctan ቀ
ଵ

ଶమ
ቁ.   

 
ߙ

ஶ

ୀଵ

ൌ lim
→ஶ

ܵ ൌ arctan 1 ൌ
ߨ
4
.  M1 A1 

 

   



Question 5 

B1  Confirmation that the formula is correct for ݊ ൌ 1. 
M1  Expression of ܵାଵ in terms of ܵ. 
M1  Use of tanሺܣ   .ሻ formulaܤ

M1  Simplification of fraction. 

A1  Expression of ܵାଵ to show that it matches result. 

A1  Conclusion stated. 

   

B1  Confirmation for ݊ ൌ 1. 
M1  Observation that ܵ െ ܵିଵ  0 
M1  Evidence of understanding that successive values of ݔ with the same value of tan  must ݔ

differ by ߨ. 
A1  Evidence of understanding that ܵ െ ܵିଵ cannot be sufficiently large for ܵ to be of the 

form arctan  .if ܵିଵ is ݔ
A1  Clear justification. 

   

M1  Identification of the relevant sides of the triangle (diagram is sufficient). 

A1  Correct expression for tan  .ߙ2
B1  Use of double angle formula. 

M1  Rearrangement to remove fractions. 

A1  Correct quadratic reached. 

A1  Quadratic factorised. 

B1  Irrelevant case eliminated (must be justified). 

M1  Sum expressed as limit of ܵ 
A1  Correct value justified. 

Note that answer is given in the question. 

 

   



Question 6 

(i) 
secଶ ቀగ

ସ
െ ௫

ଶ
ቁ ൌ

1

cosଶ൫గସ െ
௫
ଶ൯
  B1 

 
secଶ ቀగ

ସ
െ ௫

ଶ
ቁ ൌ

1

൫cos గସ cos
௫
ଶ  sin గ

ସ sin
௫
ଶ൯
ଶ  B1 

 
secଶ ቀగ

ସ
െ ௫

ଶ
ቁ ൌ

2

൫cos ௫ଶ  sin ௫
ଶ൯
ଶ   

  ൫cos ೣ
మ
 sin ೣ

మ
൯
ଶ
≡ cosଶ ೣ

మ
 2 sin ೣ

మ
cos ೣ

మ
 sinଶ ೣ

మ
ൌ 1  sin   ݔ M1 

  Therefore, secଶ൫ഏ
ర
െ ೣ

మ
൯ ൌ

ଶ

ଵାୱ୧୬௫
  M1 A1 

     

  Therefore, 
ଵ

ଵାୱ୧୬ ௫
ݔ݀ ൌ െ tan൫ഏ

ర
െ ೣ

మ
൯  ܿ.  M1 A1 

     

(ii) 
Limits: 

ݔ ൌ ߨ → ݕ ൌ 0
ݔ ൌ 0 → ݕ ൌ  ߨ  

  ௗ௬

ௗ௫
ൌ െ1   B1 

  sinሺߨ െ ሻݔ ൌ sin  ݔ B1 

  Therefore,  ሺsin݂ݔ ሻݔ
గ
 ݔ݀ ൌ  ሺߨ െ ሻݕ


గ ݂ሺsinሺߨ െ  ݕሻሻሺെ1ሻ݀ݕ  

   ሺsin݂ݔ ሻݔ
గ
 ݔ݀ ൌ  ሺߨ െ ሻݔ

గ
 ݂ሺsin   ݔሻ݀ݔ  

  So, 2 ሺsin݂ݔ ሻݔ
గ
 ݔ݀ ൌ ߨ  ݂ሺsin ݔሻ݀ݔ

గ
   M1 

   ሺsin݂ݔ ሻݔ
గ
 ݔ݀ ൌ

గ

ଶ
 ݂ሺsin ݔሻ݀ݔ
గ
    A1 

     

  
௫

ଵାୱ୧୬ ௫

గ
 ݔ݀ ൌ

గ

ଶ


ଵ

ଵାୱ୧୬ ௫
ݔ݀

గ
 , and applying the result from part (i):   

  
ଵ

ଵାୱ୧୬ ௫

గ
 ݔ݀ ൌ ൣെ tan൫ഏ

ర
െ ೣ

మ
൯൧


గ
ൌ ൫െ tan൫ିഏ

ర
൯൯ െ ൫െ tan൫ഏ

ర
൯൯ ൌ 2.  B1 

  
௫

ଵାୱ୧୬ ௫

గ
 ݔ݀ ൌ

గ

ଶ
ሺ2ሻ ൌ   ߨ B1 

     

(iii)  Consider  ଷ݂ሺsinݔ ሻݔ
గ
 ݕ Making the substitution .ݔ݀ ൌ ߨ െ  :ݔ  

   ଷ݂ሺsinݔ ሻݔ
గ
 ݔ݀ ൌ  ሺߨ െ ሻଷݕ


గ ݂ሺsinሺߨ െ   ݕሻሻሺെ1ሻ݀ݕ M1 A1 

  So,  ଷ݂ሺsinݔ ሻݔ
గ
 ݔ݀ ൌ  ሺߨ െ ሻଷݔ

గ
 ݂ሺsin  ݔሻ݀ݔ  

  Therefore,  ሺ2ݔଷ െ ଶሻ݂ሺsinݔߨ3 ሻݔ
గ
 ݔ݀ ൌ  ሺߨଷ െ ሻݔଶߨ3

గ
 ݂ሺsin  ݔሻ݀ݔ B1 

  
ଵ

ሺଵାୱ୧୬ ௫ሻమ
గ
 ݔ݀ ൌ

ଵ

ସ
 secସ൫ഏ

ర
െ ೣ

మ
൯

గ
   ݔ݀


ଵ

ሺଵାୱ୧୬ ௫ሻమ
గ
 ݔ݀ ൌ

ଵ

ସ
 secଶ൫ഏ

ర
െ ೣ

మ
൯  tanଶ൫ഏ

ర
െ ೣ

మ
൯

గ
 secଶ൫ഏ

ర
െ ೣ

మ
൯   ݔ݀

M1 

  
ଵ

ሺଵାୱ୧୬ ௫ሻమ
గ
 ݔ݀ ൌ

ଵ

ସ
ቂെ2 tan൫ഏ

ర
െ ೣ

మ
൯ െ

ଶ

ଷ
tanଷ൫ഏ

ర
െ ೣ

మ
൯ቃ


గ
ൌ

ସ

ଷ
   A1 

  And so, 
௫

ሺଵାୱ୧୬ ௫ሻమ
గ
 ݔ݀ ൌ

ଶగ

ଷ
  B1 

  Therefore, 
ଶ௫యିଷగ௫మ

ሺଵାୱ୧୬௫ሻమ
గ
 ݔ݀ ൌ ଷߨ ቀ

ସ

ଷ
ቁ െ ଶߨ3 ቀ

ଶగ

ଷ
ቁ ൌ െ

ଶ

ଷ
 .ଷߨ B1 

   



Question 6 

B1  Expression of secଶ  .in terms of any other trigonometric functions ߠ

B1  Correct use of a formula such as that for cosሺܣ   ሻ to obtain expression withܤ
trigonometric functions of ೣ

మ
. 

M1  Expanding the squared brackets. 

M1  Use of sin ݔ ≡ 2 sin
ଵ

ଶ
ݔ cos

ଵ

ଶ
and sinଶ ݔ

ଵ

ଶ
ݔ  cosଶ

ଵ

ଶ
ݔ ≡ 1 

A1  Fully justified answer. 
Note that answer is given in the question. 

   

M1  Any multiple of tan൫ഏ
ర
െ ೣ

మ
൯. 

A1  Correct answer 

B1  Deals with change of limits correctly. AND 
Correctly deals with change to integral with respect to ݑ. 
Note that both these steps need to be seen – the correct result reached without evidence 
of these steps should not score this mark. 

B1  Use of sinሺߨ െ ሻݔ ൌ sin  (may be just seen within working) ݔ

M1  Grouping similar integrals. 

A1  Fully justified answer. 
Note that answer is given in the question. 

B1  Evaluation of the integral from (i) with the appropriate limits. 

B1  Use of result from (ii) to evaluate required integral. 

   

M1  Attempt to make the substitution. 

A1  Substitution all completed correctly. 

B1  Rearrange to give something that can represent the required integral on one side. 

M1  Use of secଶ ߠ ≡ 1  tanଶ  .within integral ߠ
A1  Correct evaluation of this integral. 

B1  Correct use of result from part (i). 

B1  Correct application of result deduced earlier to reach final answer. 

 

   



Question 7 

(i)  Most likely examples:  

ଶݔ  ൫ݕ േ ଶݎ√ െ ܽଶ൯
ଶ
ൌ ݔଶ and ൫ݎ േ ଶݎ√ െ ܽଶ൯

ଶ
 ଶݕ ൌ  ଶݎ

M1 M1 
A1 

  If ݎ ൏ ܽ then there cannot be two points on the circle that are a distance of 2ܽ 
apart and any two diametrically opposite points on ܥ must be a distance of 2ܽ 
apart. 

B1 

  If ݎ ൌ ܽ then the circle must be the same as ܥ, so there is not exactly 2 points 
of intersection. 

B1 

     

(ii)  The distances of the centre of ܦ from the centres of ܥଵ and ܥଶ are ඥݎଶ െ ܽଵଶ 
and ඥݎଶ െ ܽଶଶ. 

M1 A1 
B1 

  If the ݔ‐coordinate of the centre of ܦ is ݔ, then the ݕ‐coordinate is given by 
ଶݎ െ ܽଵଶ ൌ ଶݕ  ሺ݀  ଶݎ ሻଶ andݔ െ ܽଶଶ ൌ ଶݕ  ሺ݀ െ  ሻଶݔ

B1 B1 

  Therefore, ሺ݀  ሻଶݔ െ ሺ݀ െ ሻଶݔ ൌ ሺݎଶ െ ܽଵଶሻ െ ሺݎଶ െ ܽଶଶሻ  M1 

  ݔ4݀ ൌ ܽଶଶ െ ܽଵଶ and so ݔ ൌ
మమିభమ

ସௗ
.  M1 A1 

     

  Therefore, the ݕ‐coordinate of the centre of ܦ satisfies 

ଶݕ ൌ ଶݎ െ ܽଵଶ െ ቀ݀ 
మమିభమ

ସௗ
ቁ
ଶ
 and ݕଶ ൌ ଶݎ െ ܽଶଶ െ ቀ݀ െ

మమିభమ

ସௗ
ቁ
ଶ
 

B1 

 
So 2ݕଶ ൌ ଶݎ2 െ ܽଵଶ െ ܽଶଶ െ ቀ݀ 

మమିభమ

ସௗ
ቁ
ଶ
െ ቀ݀ െ

మమିభమ

ସௗ
ቁ
ଶ
   

 
ଶݕ2 ൌ ଶݎ2 െ ܽଵଶ െ ܽଶଶ െ 2݀ଶ െ 2 ቀ

మమିభమ

ସௗ
ቁ
ଶ
    

 
So, ݕ ൌ ටݎଶ െ

భమାమమ

ଶ
െ ݀ଶ െ ቀమ

మିభమ

ସௗ
ቁ
ଶ
   

     

 
Therefore, ݎଶ െ

భమାమమ

ଶ
െ ݀ଶ െ ቀమ

మିభమ

ସௗ
ቁ
ଶ
 0  B1 

  ଶ݀ଶݎ16 െ 8ܽଵ
ଶ݀ଶ െ 8ܽଶ

ଶ݀ଶ െ 16݀ସ െ ሺܽଶଶ െ ܽଵଶሻଶ  0 M1 M1 

  ଶ݀ଶݎ16  16݀ସ  8ܽଵ
ଶ݀ଶ  8ܽଶ

ଶ݀ଶ  ሺܽଶଶ െ ܽଵଶሻଶ  

  ଶ݀ଶݎ16  ሺ4݀ଶ  ܽଵଶ  ܽଶଶሻଶ  ሺܽଶଶ െ ܽଵଶሻଶ െ ሺܽଵଶ  ܽଶଶሻଶ M1 

  ଶ݀ଶݎ16  ሺ4݀ଶ  ܽଵଶ  ܽଶଶሻଶ െ 4ܽଵଶܽଶଶ M1 

  ଶ݀ଶݎ16  ሺ4݀ଶ  ܽଵଶ  ܽଶଶ െ 2ܽଵܽଶሻሺ4݀ଶ  ܽଵଶ  ܽଶଶ  2ܽଵܽଶሻ  

  ଶ݀ଶݎ16  ሺ4݀ଶ  ሺܽଵ െ ܽଶሻଶሻሺ4݀ଶ  ሺܽଵ  ܽଶሻଶሻ A1 

 

   



Question 7 

M1  Calculation that the distance between the centres of the circles must be √ݎଶ െ ܽଶ. 
M1  An example which shows that it is possible for at least one value of ݎ. 
A1  Example showing that it is possible for all ݎ  ܽ. 
B1  Statement that the two intersection points must be a distance 2ܽ apart. 
B1  Explanation that in the case ݎ ൌ ܽ it would have to be the same circle. 

   

M1  The line joining the centre of ܥଵ (or ܥଶ) and the radii to a point of intersection form a right 
angled triangle in each case. (one case) 

A1  Use of this to find the distance between centres of circles. 

B1  Applying the same to the other circle. 

B1  Expression relating the co‐ordinates and radii obtained from considering ܥଵ. 
B1  Expression relating the co‐ordinates and radii obtained from considering ܥଶ. 
M1  Elimination of ݕ from the equations. 

M1  Either expansion of squared terms or rearrangement to apply difference of two squares. 

A1  Expression for ݔ reached. 
Note that answer is given in the question. 

   

B1  Substitution to find expression for ݕ‐coordinate. 
Note that any expression for ࢟ in terms of ࢇ ,࢘ ,ࢊ and ࢇ is sufficient, but it must be 

expressed as ࢟ ൌ ⋯, not ࢟ ൌ ⋯. 

B1  Observation that ݕଶ must be positive. 

  Alternative mark scheme for this may be required once some solutions seen. 

M1  Attempt to rearrange the inequality to get 16ݎଶ݀ଶ on the left. 
M1  Reach a point symmetric in ܽଵ and ܽଶ. 
M1  Reach a combination of squared terms. 

M1  Apply difference of two squares to simplify. 

A1  Reach the required inequality. 
Note that answer is given in the question. 

 

   



Question 8 

(i)  Let ࢇ be the vector from the centre of ܥଶ to ܲ.   

  Using similar triangles, the vector from the centre of ܥଵ to ܲ is 
భ
మ
 .ࢇ M1 A1 

  Therefore 
భ
మ
ࢇ െ ࢇ ൌ ࢞ െ  , since these are both expressions for the vector࢞

from the centre of ܥଵ to the centre of ܥଶ. 
M1 

  So ࢇ ൌ
మ

భିమ
ሺ࢞ െ  ሻ࢞ A1 

  The position vector of ܲ is ࢞ 
మ

భିమ
ሺ࢞ െ ሻ࢞ ൌ

భ࢞ିమ࢞
భିమ

  M1 A1 

     

(ii)  The position vectors of ܳ and ܴ will be 
య࢞ିభ࢞
యିభ

 and 
మ࢞ିయ࢞
మିయ

.  B1 

  Therefore, 

ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൌ
య࢞ିభ࢞
యିభ

െ
భ࢞ିమ࢞
భିమ

ൌ
ሾభሺభିమሻሿ࢞ሾభሺయିభሻሿି࢞ሾయሺభିమሻାమሺయିభሻሿି࢞

ሺయିభሻሺభିమሻ
 

M1 A1 

  ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൌ
భ

ሺయିభሻሺభିమሻ
ሺ࢞ሾݎଷ െ ଶሿݎ  ଵݎሾ࢞ െ ଷሿݎ  ଶݎሾ࢞ െ   ଵሿሻݎ M1 A1 

  Similarly, ܴܳሬሬሬሬሬԦ ൌ
య

ሺమିయሻሺయିభሻ
ሺ࢞ሾݎଷ െ ଶሿݎ  ଵݎሾ࢞ െ ଷሿݎ  ଶݎሾ࢞ െ  ଵሿሻݎ M1 A1 

M1 A1 

  Since they are multiples of each other the points ܲ, ܳ and ܴ must lie on the 
same straight line. 

B1 

     

(iii)  ܳ lies halfway between ܲ and ܴ if ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൌ ܴܳሬሬሬሬሬԦ  B1 

  Therefore 
భ

ሺయିభሻሺభିమሻ
ൌ

య
ሺమିయሻሺయିభሻ

  M1 

  So, ݎଵሺݎଶ െ ଷሻݎ ൌ ଵݎଷሺݎ െ  ଶሻݎ  

  Which simplifies to ݎଵݎଶ  ଷݎଶݎ ൌ  ଷݎଵݎ2 M1 A1 

 

   



Question 8 

M1  Identification of similar triangles within the diagram. 

A1  Relationship between the two vectors to ܲ. 
M1  Equating two expressions for the vector between the centres of the circles. 

A1  Correct simplified expression. 

M1  Calculation of vector from centre of one circle to ܲ. 
A1  Correct position vector for ܲ. 

Note that answer is given in the question. 

   

B1  Identifying the correct vectors for the foci of the other pairs of circles. 

M1  Expression for vector between any two of the foci. 

A1  Terms grouped by vector. 

M1  Simplification of grouped terms. 

A1  Extraction of common factor. 

M1 
A1 
M1 
A1 

Expression for a vector between a different pair of foci. 
Award marks as same scheme for previous example, but award all four marks for the 
correct answer written down as it can be obtained by rotating 1, 2 and 3 in the previous 
answer. 

B1  Statement that they lie on a straight line. 

   

B1  Statement that the two vectors must be equal. 

M1  Reduction to statement involving only ݎ terms. 

M1  Attempt to simplify expression obtained (if necessary). 

A1  Any simplified form. 

 

   



Question 9 

(i)  Taking moments about ܣ:   

  ܯ ൌ 3݉݃ܽ sinሺ30   ሻߠ M1 A1 

  ܯ ൌ 5݉݃ܽ sinሺ30 െ  ሻߠ M1 A1 

  ܯ ൌ ܯ   B1 

  5݉݃ܽሺcos 30 sin ߠ  cos ߠ sin 30ሻ ൌ 3݉݃ܽሺcos 30 sin ߠ െ cos ߠ sin 30ሻ  M1 

 
5ቆ

√3
2
sin ߠ 

1
2
cos ቇߠ ൌ 3ቆ

√3
2
sin ߠ െ

1
2
cos  ቇߠ A1 

  Therefore 

4√3 sin ߠ ൌ cos  ߠ
A1 

  Either 
Use sinଶ ߠ  cosଶ ߠ ≡ 1 and justify choice of positive square root. 
Or 

Draw right angled triangle such that tan ߠ ൌ
ଵ

ସ√ଷ
 and calculate the length of the 

hypotenuse. 

M1 

  sin ߠ ൌ
ଵ


   A1 

     

(ii)  Let ݄ଵ be the vertical distance of ܤ below ܣ. 
Let ݄ଶ be the vertical distance of ܥ below ܣ. 

 

  ݄ଵ ൌ ܽ sin ቀ
గ

ଷ
െ ቁߠ ൌ

ଵଵ

ଵସ
ܽ   M1 M1 

A1 

  ݄ଶ ൌ ܽ sin ቀ
గ

ଷ
 ቁߠ ൌ

ଵଷ

ଵସ
ܽ   M1 A1 

  If ܺ is the centre of mass of the triangle: 

ܺܣ ൌ ݄ ൌ
ଷభାହమ

଼
ൌ



଼
ܽ  

M1 A1 

  Conservation of energy: 
ଶݒ4݉  8݉݃. 2݄ for complete revolutions. 

M1 A1 

 
Therefore ݒ ൌ ට

ଶ
.  A1 

 

   



Question 9 

M1  Attempt to find the moment of ܤ about ܣ. 
A1  Correct expression for moment (sinሺ30  ሻ may be replaced by cosሺ60ߠ െ  .(ሻߠ
M1  Attempt to find the moment of ܥ about ܣ. 
A1  Correct expression for moment (sinሺ30 െ ሻ may be replaced by cosሺ60ߠ   .(ሻߠ
B1  Correct statement that these must be equal. 

M1  Use of sinሺܣ േ ܣሻ or cosሺܤ േ  .ሻ formulaeܤ

A1  Correct values used for sin 30 and cos 30. 
A1  Correctly simplified. 

M1  Use of a correct method to find the value of sin  .ߠ
A1  Fully justified solution. If using right angled triangle method then choice of positive root not 

needed, if choice of positive root not given when applying sinଶ ߠ  cosଶ ߠ ≡ 1 method 
then M1 A0 should be awarded. 
Note that answer is given in the question. 

   

M1  Attempt to find ݄ଵ. 
M1  Correctly deal with sine or cosine term. 

A1  Correct value. 

M1  Attempt to find ݄ଶ. 
A1  Correct value. 

M1  Combine two values to obtain distance of centre of mass from ܣ. 
A1  Correct value 

M1  Apply conservation of energy. 

A1  Correct inequality. 

A1  Correct minimum value. 

 

   



Question 9 Alternative part (i) 

(i)  Let ܺ be the centre of mass of the triangle and let the distance ܺܥ be ݀.   

  Taking moments about ܺ: 
5݉݃݀ cos ߠ ൌ 3݉݃ሺܽ െ ݀ሻ cos ߠ

M1 A1 

  Therefore 5݀ ൌ 3ሺܽ െ ݀ሻ, so ݀ ൌ య
ఴ
ܽ.  A1 

  ܺ must lie on ܥܤ and ∠ܺܥܣ ൌ 30 െ  .ߠ B1 

 
sinሺ30 െ ሻߠ ൌ

ଷ
଼ܽ cos ߠ

ܽ
  M1 

  sin 30 cos ߠ  cos 30 sin ߠ ൌ ଷ
଼
cos  ߠ M1 

  ୡ୭ୱఏ

଼
ൌ √ଷ ୱ୧୬ ఏ

ଶ
.  A1 

  Therefore cos ߠ ൌ 4√3 sin and so cosଶ ߠ ߠ ൌ 48 sinଶ  ߠ M1 

  sinଶ ߠ ൌ
ଵ

ସଽ
, and so (since ߠ is acute) sin ߠ ൌ

ଵ


.  M1 A1 

 

M1  Taking moments. 

A1  Correct equation. 

A1  Correct relationship between ݀ and ܽ. 
B1  Identification that ܺ lies on ܥܤ and calculation of ∠ܺܥܣ. 
M1  Use of sine of identified angle. 

M1  Use of sinሺܣ െ  .ሻ formulaܤ

A1  Direct relationship between sin and cos ߠ  .ߠ
M1  Rearrangement and squaring both sides. 

M1  Applying sinଶ ߠ  cosଶ ߠ ≡ 1. 
A1  Final answer (choice of positive root must be explained). 

Note that answer is given in the question. 

 

   



Question 10 

  If the length of string from the hole at any moment is ݈, then 
ௗ

ௗ௧
ൌ െܸ.  B1 

  The distance, ݔ, from the point beneath the hole satisfies, ݄ଶ  ଶݔ ൌ ݈ଶ.  B1 

  Therefore 
ௗ௫

ௗ௧
ൌ

ௗ

ௗ௧
ቀሺ݈ଶ െ ݄ଶሻ

భ
మቁ ൌ

ଵ

ଶ
ሺ݈ଶ െ ݄ଶሻି

భ
మ ൈ 2݈

ௗ

ௗ௧
.  M1 A1 

  ௗ௫

ௗ௧
ൌ െ݈ܸሺ݈ଶ െ ݄ଶሻି

భ
మ ൌ െܸ ൈ



௫
, and 



௫
ൌ cosec  ߠ M1 

  Therefore, the speed of the particle is ܸ cosec  .ߠ A1 

     

  Acceleration: 
ௗ

ௗ௧
ሺܸ cosec ሻߠ ൌ െܸ cosec ߠ cot ߠ ൈ

ௗఏ

ௗ௧
  M1 A1 

  sin ߠ ൌ
௫


, so cos ߠ

ௗఏ

ௗ௧
ൌ

ሺି ୡ୭ୱୣୡ ఏሻି ୱ୧୬ ఏሺିሻ

మ
ൌ

൫ୱ୧୬మ ఏିଵ൯

 ୱ୧୬ఏ
  M1 

  Therefore 
ௗఏ

ௗ௧
ൌ െ




cot  ߠ A1 

  The acceleration is 
మ

 ୱ୧୬ ఏ
cotଶ  ߠ M1 

  Since ݈ ൌ ݄ sec  the acceleration can be written as ,ߠ
మ


cotଷ  .ߠ M1 A1 

     

  Horizontally: 

ܶ sin ߠ ൌ
మ


cotଷ ܶ so ,ߠ ൌ

మ


cotଷ ߠ cosec  ߠ

M1 M1 
A1 

     

  The particle will leave the floor when ܶ cos ߠ ൌ ݉݃  M1 A1 

  మ


cotସ ߠ ൌ ݉݃ and so tanସ ߠ ൌ

మ


  M1 A1 

 

   



Question 10 

B1  An interpretation of ܸ in terms of other variables (including any newly defined ones). 

B1  Any valid relationship between the variables. 

M1  Differentiation to find horizontal velocity. 

A1  Correct differentiation. 

M1  Attempt to eliminate any introduced variables. 

A1  Correct result. 
Answers which make clear reference to the speed of the particle in the direction of the 
string being V. 

   

M1  Differentiation of speed found in first part. 

A1  Correct answer. 

M1  Attempt to differentiate to find an expression for 
ௗఏ

ௗ௧
. 

A1  Correct answer. 

M1  Substitution to find expression for acceleration. 

M1  Relationship between required variables and any extra variables identified. 

A1  Substitution to give answer in terms of correct variables. 

   

M1  Horizontal component of tension. 

M1  Application of Newton’s second law. 

A1  Correct answer. 

   

M1  Vertical component of tension found. 

A1  Identification that particle leaves ground when tension is equal to the mass. 

M1  Substitution of their value for ܶ. 
A1  Rearrangement to give required result. 

Note that answer is given in the question. 

 

   



Question 11 

(i)  ݔሺܣ െ ܽ cos ߠ , ܽ sin  ሻߠ B1 B1 

  Differentiating: ൫ݔሶ െ ܽሺെ sin ሶߠሻߠ , ܽሺcos  ሶ൯ߠሻߠ M1 

  Since ܤ is moving with velocity ݒ and is at the point ሺݔ, 0ሻ at time ݔ ,ݐሶ ൌ  :ݒ  

  Velocity of ܣ is ൫ݒ  ሶߠܽ sin ߠ , ሶߠܽ cos  .൯ߠ A1 

     

(ii)  Initial momentum was ݉ݑ (horizontally).  M1 

  Horizontal velocity of ܥ will be the same as that of ܣ, so horizontally the total 
momentum is given by ݉ݒ  2݉൫ݒ  ሶߠܽ sin  ൯ߠ

M1 

  Therefore 3ݒ  ሶߠ2ܽ sin ߠ ൌ  .ݑ A1 

     

  Initial energy was 
ଵ

ଶ
 ଶݑ݉ M1 

  Total energy is 
ଵ

ଶ
ଶݒ݉  2 ൬

ଵ

ଶ
݉ ቀ൫ݒ  ሶߠܽ sin ൯ߠ

ଶ
 ൫ ሶߠܽ cos ൯ߠ

ଶ
ቁ൰  M1 A1 

  Therefore ݑଶ ൌ ଶݒ  2൫ݒଶ  ሶߠݒ2ܽ sin ߠ  ܽଶߠሶ ଶ sinଶ ߠ  ܽଶߠሶ ଶ cosଶ  ൯ߠ M1 

  So ݑଶ ൌ ଶݒ3  ሶߠݒ4ܽ sin ߠ  2ܽଶߠሶ ଶ   

  Substituting ݒ ൌ
௨ିଶఏሶ ୱ୧୬ ఏ

ଷ
 gives 

ଶݑ3 ൌ ൫ݑ െ ሶߠ2ܽ sin ൯ߠ
ଶ
 ሶߠ4ܽ sin ߠ ൫ݑ െ ሶߠ2ܽ sin ൯ߠ  6ܽଶߠሶ ଶ 

M1 

   6ܽଶߠሶ ଶ ൌ ଶݑ3 െ ଶݑ  ሶߠݑ4ܽ sin ߠ െ 4ܽଶߠሶ ଶ sinଶ ߠ െ ሶߠݑ4ܽ sin ߠ  8ܽଶߠሶ ଶ sinଶ  ߠ  

  6ܽଶߠሶ ଶ െ 4ܽଶߠሶ ଶ sinଶ ߠ ൌ  ଶݑ2  

  So, ߠሶ ଶ ൌ
௨మ

మሺଷିଶ ୱ୧୬మ ఏሻ
.  A1 

     

(iii)  ሶߠ ଶ  0, so there can only be an instantaneous change of direction in which ߠ 
varies at a collision. Since the first collision will be when ߠ ൌ 0, the second 
collision must be when ߠ ൌ  .ߨ

B1 
B1 

     

(iv)  Since horizontal momentum must be ݉ݒ ,ݑ ൌ 0 ⟹ ሶߠ2ܽ sin ߠ ൌ  .ݑ B1 

  The KE of ܣ must be 
ଵ

ସ
 ଶ, soݑ݉

ଵ

ଶ
݉ܽଶߠሶ ଶ ൌ

ଵ

ସ
 ଶݑ݉ B1 

   
ଵ

ଶ
݉ܽଶߠሶ ଶ ൌ ݉ܽଶߠሶ ଶ sinଶ  ߠ  

  sinଶ ߠ ൌ
ଵ

ଶ
, so ߠ ൌ

గ

ସ
 or 

ଷగ

ସ
  M1 A1 

  ሶߠ takes these values and ߠ is only 0 when ݒ  is positive as ݒ would need a non‐
zero value to satisfy 3ݒ  ሶߠ2ܽ sin ߠ ൌ ሶߠ if ݑ  is negative. (The relationship is still 
true since collisions are elastic). 

B1 

 

   



Question 11 

B1  Horizontal component. 

B1  Vertical component. 

M1  Differentiation. 

A1  Complete justification, including clear explanation that ݔሶ ൌ  .ݒ
Note that answer is given in the question. 

   

M1  Statement that momentum will be conserved. 

M1  Identification that horizontal momentum of ܣ and ܥ will be equal. 
A1  Correct equation reached. 

Note that answer is given in the question. 

M1  Statement that energy will be conserved. 

M1  Use of symmetry to obtain energy of ܥ (accept answers which simply double the energy of 
 .(rather than stating the vertical velocity in opposite direction ܣ

A1  Correct relationship. 

M1  Use of sinଶ ߠ  cosଶ ߠ ≡ 1. 
M1  Substituting the other relationship to eliminate ݒ. 
A1  Correct equation reached. 

Note that answer is given in the question. 

   

B1  Correct value of ߠ. 
B1  Answer justified. 

   

B1  First equation identified. 

B1  Second equation identified. 

M1  Solving simultaneously to find ߠ. 
A1  Correct values for ߠ. 
B1  Justified answer that ݒ is not always 0 when ߠ takes these values. 
 

   



Question 12 

(i)  If a tail occurs then player ܤ must always win before ܣ can achieve the 
sequence required. Therefore the only way for ܣ to win is if both of the first 
two tosses are heads. 

B1 

  After the first two tosses are heads it does not matter if more tosses result in 
heads as the first time tails occurs ܣ will win. 

B1 

  The probability that ܣ wins is therefore 
ଵ

ଶ
ൈ

ଵ

ଶ
ൌ

ଵ

ସ
  B1 

     

(ii)  As before, after ܪܪ, only ܣ can win.  B1 

  Similarly, after ܶܶ, only ܥ can win.  B1 

  In all other cases for the first two tosses only ܤ and ܦ will be able to win.  M1 

  The probabilities for ܤ and ܦ to win must be equal.  M1 

  The probability of winning is 
ଵ

ସ
 for all of the players.  A1 

     

(iii)  If the first two tosses are ܶܶ then ܥ must win (as soon as a ܪ occurs), so the 
probability is 1. 

B1 

  After ܶܪ: 
 will win the ܥ s to win, butܪ needs two ܤ must win if the next toss is a ܶ as ܥ
next time an ܪ occurs. 

M1 

  If the next toss is ܪ, then the position is as if the first two tosses had been ܶܪ, 
and so the probability that ܥ wins from this point is ݍ. 

M1 

  Therefore,  ൌ
ଵ

ଶ
ൈ 1 

ଵ

ଶ
ൈ  ݍ A1 

     

  After ܪܪ: 
If the next toss is ܪ then ܥ will win with probability ݎ. 

 

  If the next toss is ܶ then ܥ will win with probability .  M1 

  Therefore ݎ ൌ
ଵ

ଶ
ݎ 

ଵ

ଶ
 and so , ൌ  .ݎ A1 

     

  After ܶܪ: 
If the next toss is ܪ then player ܤ wins immediately. 

 

  If the next toss is ܶ then ܥ will win with probability .  M1 

  Therefore ݍ ൌ
ଵ

ଶ
 . A1 

     

  Solving the two equations in  and ݍ, gives  ൌ
ଶ

ଷ
ݍ , ൌ

ଵ

ଷ
   

  From the third equation ݎ ൌ
ଶ

ଷ
  M1 A1 

     

  The probability that ܥ wins is 
ଵ

ସ
ቀ1 

ଶ

ଷ


ଵ

ଷ


ଶ

ଷ
ቁ ൌ

ଶ

ଷ
  M1 A1 

 

   



Question 12 

B1  Identifying that ܣ cannot win once a tail has been tossed. 
B1  Identifying that ܣ must win once the first two tosses have been heads. 

B1  Showing the calculation to reach the answer. 
Note that answer is given in the question. 

   

B1  Recognising that the situation is unchanged for player ܣ. 
B1  Recognising that the same logic applies to player ܥ. 
M1  All other cases lead to wins for one of the remaining players. 

M1  Recognising that the probabilities must be equal. 

A1  Correct statement of the probabilities. 
If no marks possible by this scheme award one mark for each probability correctly 
calculated with supporting working. All four calculated scores 5 marks. 

   

B1  Explanation that probability must be 1. 
M1  Explanation of the case that the next toss is ܶ. 

This mark and the next could be awarded for an appropriate tree diagram. 

M1  Explanation of the case that the next toss is ܪ. 
A1  Justification of the relationship between  and ݍ. 

Note that answer is given in the question. 

   

M1  Consideration of one case following ܪܪ. 
This mark could be awarded for an appropriate tree diagram. 

A1  Establishment of the relationship. 

   

M1  Consideration of one case following ܶܪ. 
This mark could be awarded for an appropriate tree diagram. 

A1  Establishment of the relationship. 

   

M1  Attempt to solve the simultaneous equations. 

A1  Correct values for ݍ , and	ݎ. 
M1  Attempt to combine probabilities to obtain overall probability of win. 

A1  Correct probability. 

 

   



Question 13 

(i)  ܥ ൌ
ݕ݇  ܽሺܺ െ 	ሻݕ for	ܺ  ݕ

ݕ݇ for	ܺ  ݕ
  B1 

 
ሻܥሺܧ ൌ ݕ݇  ܽන ሺݔ െ ݔఒ௫݀ି݁ߣሻݕ

ஶ

௬
 

M1 M1 
A1 

  Use the substitution ݑ ൌ ݔ െ  :in the integral ݕ  

 
න ሺݔ െ ݔఒ௫݀ି݁ߣሻݕ
ஶ

௬
ൌ ݁ିఒ௬ න ݑఒ௨݀ି݁ߣݑ

ஶ


  B1 

 
න ݑఒ௨݀ି݁ߣݑ
ஶ


ൌ ൣെି݁ݑఒ௨൧



ஶ
 න ݁ିఒ௨݀ݑ

ஶ


ൌ ቂെି݁ݑఒ௨ െ ଵ

ఒ
݁ିఒ௨ቃ



ஶ
ൌ ଵ

ఒ
  M1 

  Therefore ܧሺܥሻ ൌ ݕ݇ 


ఒ
݁ିఒ௬.  A1 

     

  ௗ

ௗ௬
ሺܧሺܥሻሻ ൌ ݇ െ ܽ݁ିఒ௬, so the stationary point occurs when ݕ ൌ

ଵ

ఒ
ln




.  M1 A1 

  If 



 1 then choose ݕ ൌ

ଵ

ఒ
ln




 as it is positive.   

  If 



 1 then choose ݕ ൌ 0 as the minimum occurs at a negative value of ݕ.  B1 

     

(ii) 
ଶሻܥሺܧ ൌ ݇ଶݕଶ  න ݔሺݕ2ܽ݇ െ ఒ௫ି݁ߣሻݕ  ܽଶሺݔ െ ݔఒ௫݀ି݁ߣሻଶݕ

ஶ

௬
  M1 A1 

  Use the substitution ݑ ൌ ݔ െ  :in the integral ݕ  

 
݈ܽݎ݃݁ݐ݊ܫ ൌ ݁ିఒ௬ න ఒ௨ି݁ߣݑݕ2ܽ݇  ܽଶݑଶି݁ߣఒ௨݀ݔ

ஶ


  B1 

  Applying integration done before: 

න ݔఒ௨݀ି݁ߣݑݕ2ܽ݇
ஶ


ൌ
ݕ2ܽ݇
ߣ

 
 

  Using integration by parts: 

 ܽଶݑଶି݁ߣఒ௨݀ݔ
ஶ
 ൌ ൣെܽଶݑଶ݁ିఒ௨൧



ஶ
 

ଶమ௨ఒషഊೠ

ఒ
ݔ݀

ஶ
   

M1 A1 

  and, applying the integration already completed, 


ଶమ௨షഊೠ

ఒ
ݔ݀

ஶ
 ൌ

ଶమ

ఒమ
. 

 

  Therefore ܧሺܥଶሻ ൌ ݇ଶݕଶ 
ଶ௬

ఒ
݁ିఒ௬ 

ଶమ

ఒమ
݁ିఒ௬.  A1 

  Varሺܥଶሻ ൌ ଶሻܥሺܧ	 െ  ሻଶܥሺܧ	 M1 

  Varሺܥଶሻ ൌ ݇ଶݕଶ 
ଶ௬

ఒ
݁ିఒ௬ 

ଶమ

ఒమ
݁ିఒ௬ െ ቀ݇ݕ 



ఒ
݁ିఒ௬ቁ

ଶ
.   

  Varሺܥଶሻ ൌ
మ

ఒమ
൫2݁ିఒ௬ െ ݁ିଶఒ௬൯.  A1 

     

  ݀
ݕ݀

൫Varሺܥଶሻ൯ ൌ
2ܽଶ

ߣ
݁ିఒ௬൫݁ିఒ௬ െ 1൯  M1 

  For ݕ  0, 
ௗ

ௗ௬
൫Varሺܥଶሻ൯ ൏ 0, so the variance decreases as ݕ increases.  A1 

 

   



Question 13 

B1  Statement of random variable. 

M1  Any correct term in expectation (allow ݇ݕ multiplied by an attempt at the probability for 
not needing any extra costs). 

M1  Correct integral stated (allow െݕ missing). 

A1  Fully correct statement. 

  May be altered to accommodate other methods once solutions seen. 

B1  Substitution performed correctly. 

M1  Integration by parts used to calculate integral. 

A1  Correctly justified solution. 
Note that answer is given in the question. 

M1  Differentiation to find minimum point. 

A1  Correct identification of point. 

B1  Both cases identified with the solutions stated. 

   

M1  Attempt at ܧሺܥଶሻ (at least two terms correct). 

A1  Correct statement of ܧሺܥଶሻ. 
B1  Substitution performed correctly. 

M1  Applying integration by parts. 

A1  Correct integration. 

A1  Correct expression for ܧሺܥଶሻ. 
M1  Use of Varሺܥଶሻ ൌ ଶሻܥሺܧ െ  ሻଶܥሺܧ	
A1  Correct simplified form for Varሺܥଶሻ 
M1  Differentiation of Varሺܥଶሻ. 
A1  Correct interpretation. 

Note that answer is given in the question. 

 

 



  1.  (i)  

ܫ െ ାଵܫ ൌ න
1

ሺ1  ଶሻݑ
ݑ݀ െ න

1
ሺ1  ଶሻାଵݑ

ݑ݀

ஶ



ஶ



ൌ න
1  ଶݑ െ 1
ሺ1  ଶሻାଵݑ

ݑ݀

ஶ



 

ൌ න
ଶݑ

ሺ1  ଶሻାଵݑ
ݑ݀

ஶ



 

      

B1 

ൌ න ݑ
ݑ

ሺ1  ଶሻାଵݑ
ݑ݀

ஶ



ൌ ݑ
െ1

2݊ሺ1  ଶሻݑ
൨


ஶ

െ න
െ1

2݊ሺ1  ଶሻݑ
ݑ݀

ஶ



 

        integrating by parts    M1 A1 

ൌ 0 
1
2݊

න
1

ሺ1  ଶሻݑ
ݑ݀ ൌ

ஶ



1
2݊

 ܫ

                A1*    (4) 

ାଵܫ   ൌ ܫ െ
ଵ

ଶ
ܫ ൌ

ଶିଵ

ଶ
 ܫ           M1 

ൌ
ሺଶିଵሻሺଶିଷሻ…ሺଵሻ

ሺଶሻሺଶିଶሻ…ሺଶሻ
 ଵܫ             M1 

ଵܫ ൌ 
ଵ

ሺଵା௨మሻ
ݑ݀ ൌ

ஶ


ሾtanିଵ ሿݑ
ஶ ൌ

గ

ଶ
          B1 

ሺଶିଵሻሺଶିଷሻ…ሺଵሻ

ሺଶሻሺଶିଶሻ…ሺଶሻ
ൌ

ሺଶሻሺଶିଵሻሺଶିଶሻሺଶିଷሻ…ሺଶሻሺଵሻ

ሾሺଶሻሺଶିଶሻ…ሺଶሻሿమ
ൌ

ሺଶሻ!

ሾଶ!ሿమ
ൌ

ሺଶሻ!

ଶమሺ!ሻమ
      M1 

Thus    ܫାଵ ൌ
ሺଶሻ!

ଶమሺ!ሻమ
గ

ଶ
ൌ

ሺଶሻ!గ

ଶమశభሺ!ሻమ
          A1*      (5) 

 

(ii)  

ܬ ൌ න ݂ሺሺݔ െ ݔଵሻଶሻ݀ିݔ ൌ න݂ሺሺିݑଵ െ .ሻଶሻݑ െିݑଶ݀ݑ ൌ න ݔଶ݂ሺሺିݔ െ ݔଵሻଶሻ݀ିݔ

ஶ





ஶ

ஶ



 

using the substitution  ݑ ൌ  , ଵିݔ
ௗ௨

ௗ௫
ൌ െିݔଶ  and then the substitution  ݑ ൌ  , ݔ

ௗ௨

ௗ௫
ൌ 1    M1A1* 

ܬ2 ൌ න ݂ሺሺݔ െ ݔଵሻଶሻ݀ିݔ  න ݔଶ݂ሺሺିݔ െ ݔଵሻଶሻ݀ିݔ

ஶ



ஶ



ൌ න ݂ሺሺݔ െ ଵሻଶሻሺ1ିݔ  ݔଶሻ݀ିݔ

ஶ



 

So  ܬ ൌ
ଵ

ଶ
 ݂ሺሺݔ െ ଵሻଶሻሺ1ିݔ  ݔଶሻ݀ିݔ
ஶ
           M1A1* 

Using the substitution  ݑ ൌ ݔ െ  , ଵିݔ
ௗ௨

ௗ௫
ൌ 1   ,ଶିݔ



ܬ ൌ
ଵ

ଶ
 ݂ሺሺݔ െ ଵሻଶሻሺ1ିݔ  ݔଶሻ݀ିݔ ൌ

ଵ

ଶ
 ݂ሺݑଶሻ
ஶ
ିஶ

ஶ
 ݑ݀ ൌ  ݂ሺݑଶሻ݀ݑ

ஶ
       M1A1* (6) 

(iii)  


௫మషమ

ሺ௫రି௫మାଵሻ
ݔ݀ ൌ 

௫షమ

ሺ௫మିଵା௫షమሻ
ஶ


ஶ
 ݔ݀ ൌ 

௫షమ

ሺሺ௫ି௫షభሻమାଵሻ
ஶ
  ݔ݀   M1A1 

ൌ 
ଵ

ሺ௨మାଵሻ
ஶ
  ݑ݀             M1 

So   	


௫మషమ

ሺ௫రି௫మାଵሻ
ݔ݀ ൌ

ஶ
 

ଵ

ሺ௨మାଵሻ
ஶ
 ݑ݀ ൌ  ܫ         M1 

ൌ
൫ଶሺିଵሻ൯!గ

ଶమሺషభሻశభ൫ሺିଵሻ!൯
మ ൌ

ሺଶିଶሻ!గ

ଶమషభ൫ሺିଵሻ!൯
మ          A1  (5) 

   



2.     (i)   True.          B1 

  ݉ ൌ 1000          B1 

If  ݊  1000 , then  1000  ݊ , so  1000݊  ݊ଶ , i.e.  ሺ1000݊ሻ  ሺ݊ଶሻ    M1A1 (4) 

(ii)  False.          B1 

E. G. Let  ݏ ൌ 1  and  ݐ ൌ 2  for  ݊  odd, and  ݏ ൌ 2  and  ݐ ൌ 1  for  ݊  even.    B1 

Then  ∄݉  for which for  ݊  ݏ  ,  ݉  ݐ   , norݐ    ݏ       M1 

So it is not the case that  ሺݏሻ  ሺݐሻ , but nor is it the case that  ሺݐሻ  ሺݏሻ      A1 (4) 

(iii) True.          B1 

ሺݏሻ  ሺݐሻ  means that there exists a positive integer, say  ݉ଵ , for which  for  ݊  ݉ଵ  ,  ݏ    . ݐ
E1 

ሺݐሻ  ሺݑሻ  means that there exists a positive integer, say  ݉ଶ , for which  for  ݊  ݉ଶ  ,  ݐ   . ݑ
E1 

Then if  ݉ ൌ maxሺ݉ଵ,݉ଶሻ ,         B1 

for  ݊  ݏ  , ݉  ݐ  ሻݏ , and so  ሺݑ  ሺݑሻ  A1 (5) 

(iv)  True.          B1 

  ݉ ൌ 4          B1 

Assume  ݇ଶ  2   for some value  ݇  4 .    B1 

Then  ሺ݇  1ሻଶ ൌ ቀାଵ

ቁ
ଶ
	݇ଶ ൌ ቀ1 

ଵ


ቁ
ଶ
݇ଶ  ቀ1 

ଵ

ସ
ቁ
ଶ
݇ଶ ൌ

ଶହ

ଵ
݇ଶ ൏ 2݇ଶ  2 ൈ 2 ൌ 2ାଵ 

          M1A1 

4ଶ ൌ 2ସ          B1 

so by the principle of mathematical induction, ݊ଶ  2  for  ݊  4 , and thus  ሺ݊ଶሻ  ሺ2ሻ  A1 (7) 

 

 

 

 

 

 

 



3.   (i)    

 
  Symmetry about initial line    G1 

  Two branches        G1 

  Shape and labelling      G1 (3) 

If     |ݎ െ ܽ sec |ߠ ൌ ܾ  , then  ݎ െ ܽ sec ߠ ൌ ܾ  or  ݎ െ ܽ sec ߠ ൌ െܾ 

So    ݎ ൌ ܽ sec ߠ  ܾ   or   ݎ ൌ ܽ sec ߠ െ ܾ    M1A1 

If   sec ߠ ൏ 0  ,  ܽ sec ߠ  ܾ ൏ െܽ  ܾ ൏ 0   as   ܽ  ܾ  and  ܽ sec ߠ െ ܾ ൏ െܽ െ ܾ ൏ 0   as  ܽ  and  ܾ  
are both positive, and thus in both cases,  ݎ ൏ 0  which is not permitted.   B1 

If   sec ߠ  0 ,   ܽ sec ߠ  ܾ  ܽ  ܾ  0  and  ܽ sec ߠ െ ܾ  ܽ െ ܾ  0  giving  ݎ  0 

so  sec ߠ  0  as required.      B1  (4) 

So   ݎ ൌ ܽ sec ߠ േ ܾ  , thus points satisfying (*) lie on a certain conchoid of Nicomedes with A being 

the pole (origin) ,        B1 

 d being b,           B1 

and L being the line  ݎ ൌ ܽ sec  . ߠ   B1 (3) 

(ii) 

 

Symmetry about initial line    G1 

Two branches        G1 

Loop, shape and labelling    G1  



 

If   ܽ ൏ ܾ  , then the curve has two branches,  ݎ ൌ ܽ sec ߠ  ܾ  with   sec ߠ  0  and  ݎ ൌ ܽ sec ߠ  ܾ  

with   sec ߠ ൏ 0  , the endpoints of the loop corresponding to  sec ߠ ൌ
ି


  .  B1 (4) 

 

In the case   ܽ ൌ 1   and   ܾ ൌ 2  ,  sec ߠ ൌ
ିଶ

ଵ
ൌ െ2  so  ߠ ൌ േ

ଶగ

ଷ
 

Area of loop   

ൌ 2 ൈ
ଵ

ଶ
 ሺsec ߠ  2ሻଶ݀ߠ
గ
మഏ
య

      M1A1 

ൌ  secଶ ߠ  4 sec ߠ  ߠ݀	4 ൌ ሾtan ߠ  4 ln|sec ߠ  tan |ߠ  ሿమഏߠ4
య

గగ
మഏ
య

  M1A1 

ൌ ߨ4 െ ቀെ√3  4 lnหെ2 െ √3ห 
଼గ

ଷ
ቁ ൌ

ସగ

ଷ
 √3 െ 4 lnห2  √3ห  M1A1 (6) 

   



4.  (i)  ݕ ൌ ଷݖ  ଶݖܽ  ݖܾ  ܿ   is continuous. 

For  ݖ → െ∞	, ݕ → െ∞  and for  ݖ → ∞	, ݕ → ∞  .    B1 

So the sketch of this graph must be one of the following:‐ 

 

B1 

Hence, it must intersect the  ݖ  axis at least once, and so there is at least one real root of 

ଷݖ    ଶݖܽ  ݖܾ  ܿ ൌ 0        B1 (3) 

(ii)  ଷݖ  ଶݖܽ  ݖܾ  ܿ ൌ ሺݖ െ ݖଵሻሺݖ െ ݖଶሻሺݖ െ  ଷሻ M1ݖ

Thus  ܽ ൌ ሺെݖଵ െ ଶݖ െ ଷሻݖ ൌ െ ଵܵ      A1 

ܾ ൌ ሺݖଶݖଷ  ଵݖଷݖ  ଶሻݖଵݖ ൌ
ሺ௭భା௭మା௭యሻమି൫௭భమା௭మమା௭యమ൯

ଶ
ൌ 	

ௌభ
మିௌమ
ଶ

     A1 

and, as  ݖଵଷ  ଵଶݖܽ  ଵݖܾ  ܿ ൌ ଶଷݖ , 0  ଶଶݖܽ  ଶݖܾ  ܿ ൌ ଷଷݖ	, 0  ଷଶݖܽ  ଷݖܾ  ܿ ൌ 0 

adding these three equations we have,  

ሺݖଵଷ  ଶଷݖ  ଷଷሻݖ  ܽሺݖଵଶ  ଶଶݖ  ଷଶሻݖ  ܾሺݖଵ  ଶݖ  ଷሻݖ  3ܿ ൌ 0   M1 

(Alternatively,  

 ሺݖଵ  ଶݖ  ଷሻଷݖ ൌ 

ሺݖଵଷ  ଶଷݖ  ଷଷሻݖ  3ሺݖଵଶݖଶ  ଷݖଶଶݖ  ଵݖଷଶݖ  ଷݖଵଶݖ  ଵݖଶଶݖ  ଶሻݖଷଶݖ   ଷݖଶݖଵݖ6

ሺݖଵଶ  ଶଶݖ  ଵݖଷଶሻሺݖ  ଶݖ  ଷሻݖ ൌ ሺݖଵଷ  ଶଷݖ  ଷଷሻݖ  ሺݖଵଶݖଶ  ଷݖଶଶݖ  ଵݖଷଶݖ  ଷݖଵଶݖ  ଵݖଶଶݖ 
 (  ଶሻݖଷଶݖ

 

So  ܵଷ െ ଵܵܵଶ 
ௌభ

మିௌమ
ଶ ଵܵ  3ܿ ൌ 0          M1 

Thus   6ܿ ൌ ൫3 ଵܵܵଶ െ ଵܵ
ଷ െ 2ܵଷ൯          A1* (6) 



(iii)  Let  ݖ ൌ ሺcosݎ ߠ  ݅ sin ݇  ሻ  forߠ ൌ 1, 2, 3      M1 

Then  ݖଶ ൌ ଶሺcosݎ ߠ2  ݅ sin ଷݖ  ሻ  andߠ2 ൌ ଷሺcosݎ ߠ3  ݅ sin  ሻ  by de Moivreߠ3 M1 

As  

ݎ

ଷ

ୀଵ

sin ߠ ൌ 0 

ݎଶ
ଷ

ୀଵ

sin ߠ2 ൌ 0 

ݎଷ
ଷ

ୀଵ

sin ߠ3 ൌ 0 

݉ܫ ൭ݖ

ଷ

ୀଵ

൱ ൌ 0 

݉ܫ ൭ݖଶ
ଷ

ୀଵ

൱ ൌ 0 

݉ܫ ൭ݖଷ
ଷ

ୀଵ

൱ ൌ 0 

and so   ଵܵ ,  ܵଶ , and ܵଷ  are real ,    M1 

and therefore so are  ܽ , ܾ , and  ܿ    A1 

Hence,  as  ݖଵ , ݖଶ , and  ݖଷ  are the roots of  ݖଷ  ଶݖܽ  ݖܾ  ܿ ൌ 0  with  ܽ , ܾ , and  ܿ  real, by part 
(i), at least one of  ݖଵ , ݖଶ , and  ݖଷ is real.    M1  

So for at least one value of  ݇ , ݎሺcos ߠ  ݅ sin ሻ  is real and thus,  sinߠ ߠ ൌ 0 ,   

and as  െߨ ൏ ߠ ൏ ߠ  , ߨ ൌ 0  as required.  A1 (6) 

If  ߠଵ ൌ 0  then  ݖଵ is real.  ݖଶ  and  ݖଷ are the roots of  ሺݖ െ ݖଶሻሺݖ െ ଷሻݖ ൌ 0 

which is  ݖଶ  ሺെݖଶ െ ݖଷሻݖ  ଷݖଶݖ ൌ 0  (say  ݖଶ  ݖ  ݍ ൌ 0 ) 

 ൌ െݖଶ െ ଷݖ ൌ ܽ  ݍ  ଵ  andݖ ൌ ଷݖଶݖ ൌ െ


௭భ
  and so the quadratic of which ݖଶ  and  ݖଷ are the 

roots has real coefficients.  Thus ݖଶ, ଷݖ ൌ
ିേඥమିସ

ଶ
ଵݖ )  .  ് 0  because  ݎ  0)  B1 

If  ଶ െ ݍ4 ൏ 0 ,              M1 

Thus  cos ଶߠ 	ൌ cos ଶߠ  , and so	ଷߠ ൌ േߠଷ , as െߨ ൏ ߠ ൏    . ߨ

But sin ଶߠ ൌ െsin ଶߠ  ଷ and soߠ ൌ െߠଷ .        M1 A1 

If  ଶ െ ݍ4  0 , then  ݖଶ  and  ݖଷ are real roots, so  sin ଶߠ ൌ sin ଷߠ ൌ 0 , and thus  ߠଶ ൌ ଷߠ ൌ 0 , so  
ଶߠ ൌ െߠଷ .              B1 (5) 



   



5. (i) Having assumed that  √2  is rational (step 1),  √2 ൌ 
ൗݍ   , where  , ݍ ∈ Ժ, ݍ ് 0  B1 

Thus from the definition of ܵ (step 2), as ݍ ∈ Ժ and √2 ൌ ݍ ൈ 
ൗݍ ൌ  ∈ Ժ , so ݍ ∈ ܵ proving step 3. 

B1 (2) 

If  ݇ ∈ ܵ , then ݇  is an integer and ݇√2 is an integer.  B1 

So  ൫√2 െ 1൯݇ ൌ ݇√2 െ ݇ is an integer,     B1 

and ൫√2 െ 1൯݇√2 ൌ 2݇ െ ݇√2  which is an integer and so ൫√2 െ 1൯݇ ∈ ܵ  proving step 5.  B1 (3) 

1 ൏ √2 	൏ 2   and so     M1 

0 ൏ √2 െ 1 ൏ 1, and thus 0 ൏ ൫√2 െ 1൯݇ ൏ ݇    A1 

and thus this contradicts step 4 that ݇ is the smallest positive integer in ܵ as ൫√2 െ 1൯݇ has been 
shown to be a smaller positive integer and is in ܵ .    A1 (3) 

  (ii)  If  2
ଶ
ଷൗ   is rational, then 2

ଶ
ଷൗ ൌ 

ൗݍ   , where  , ݍ ∈ Ժ, ݍ ് 0 

So  ቀ2
ଶ
ଷൗ ቁ

ଶ
ൌ ൫ ൗݍ ൯

ଶ
  , that is  2

ସ
ଷൗ ൌ ଶ

ଶ൘ݍ  , which can be written  2 ൈ 2
ଵ
ଷൗ ൌ ଶ

ଶ൘ݍ    M1 

and hence 2
ଵ
ଷൗ ൌ ଶ

ଶ൘ݍ2  proving that  2
ଵ
ଷൗ  is rational.  A1 

If  2
ଵ
ଷൗ   is rational, then 2

ଵ
ଷൗ ൌ 

ൗݍ   , where  , ݍ ∈ Ժ, ݍ ് 0     M1 

and so 2
ଶ
ଷൗ ൌ ଶ

ଶ൘ݍ   proving that 2
ଶ
ଷൗ   is rational and that  2

ଵ
ଷൗ   is rational only if  2

ଶ
ଷൗ   is rational.  

A1 (4) 

Assume that 2
ଵ
ଷൗ   is rational. 

Define the set ܶ  to be the set of positive integers with the following property:  ݊ is in ܶ if and only if 

݊2
ଵ
ଷൗ   and  ݊2

ଶ
ଷൗ  are integers.      B1 

The set ܶ contains at least one positive integer as if  2
ଵ
ଷൗ ൌ 

ൗݍ   , where  , ݍ ∈ Ժ, ݍ ് 0 , then 

ଶ2ݍ
ଵ
ଷൗ ൌ ଶݍ ൈ 

ൗݍ ൌ ݍ ∈ Ժ   and  ݍଶ2
ଶ
ଷൗ ൌ ଶݍ ൈ ଶ

ଶ൘ݍ ൌ ଶ ∈ Ժ  , so  ݍଶ ∈ ܶ .  M1A1 

Define  ݐ  to be the smallest positive integer in  ܶ.  Then   2ݐ
ଵ
ଷൗ   and  2ݐ

ଶ
ଷൗ  are integers.  B1 

Consider  ݐ ቀ2
ଶ
ଷൗ െ 1ቁ.     ݐ ቀ2

ଶ
ଷൗ െ 1ቁ ൌ 2ݐ

ଶ
ଷൗ െ  which is the difference of two integers and so is  ݐ

itself an integer.   ݐ ቀ2
ଶ
ଷൗ െ 1ቁ ൈ 2

ଵ
ଷൗ ൌ ݐ2 െ 2ݐ

ଵ
ଷൗ  which is an integer,  

and  ݐ ቀ2
ଶ
ଷൗ െ 1ቁ ൈ 2

ଶ
ଷൗ ൌ 2

ସ
ଷൗ ݐ െ 2ݐ

ଶ
ଷൗ ൌ 2 ൈ 2

ଵ
ଷൗ ݐ െ 2ݐ

ଶ
ଷൗ   which is an integer. 



Thus  ݐ ቀ2
ଶ
ଷൗ െ 1ቁ  is in ܶ.    M1A1 

1 ൏ 2
ଶ
ଷൗ 	൏ 2   and so  0 ൏ 2

ଶ
ଷൗ െ 1 ൏ 1, and thus 0 ൏ ݐ ቀ2

ଶ
ଷൗ െ 1ቁ ൏  and thus this contradicts ,ݐ

that ݐ is the smallest positive integer in ܶ as ݐ ቀ2
ଶ
ଷൗ െ 1ቁ has been shown to be a smaller positive 

integer and is in ܶ .      M1A1 (8) 

   



6.  (i)  ,ݓ ݖ ∈ Թ ⟹ ,ݑ ݒ ∈ Թ    B1 

For  ݓ, ݖ ∈ Թ , we require to solve  ݓ  ݖ ൌ ଶݓ , ݑ  ଶݖ ൌ  ݒ M1 

ଶݓ  ሺݑ െ ሻଶݓ ൌ  ݒ

ଶݓ2 െ ݓݑ2  ሺݑଶ െ ሻݒ ൌ 0 

ݓ ൌ
ݑ2 േ ଶݑ4√ െ ଶݑ8  ݒ8

4
ൌ
ݑ േ ݒ2√ െ ଶݑ

2
 

ݖ ൌ
ݑ ∓ ݒ2√ െ ଶݑ

2
 

              M1A1 

So for , ݖ ∈ Թ , as ݑ ൌ ݓ  ݒ ,must be real ݖ ൌ ଶݓ  ݒଶ must be real, and  2ݖ െ ଶݑ  0   

i.e.  ݑଶ   ݒ2     B1* (5) 

(ii)  ݑ ൌ ݓ  	ݖ ⟹ ଶݑ ൌ ଶݓ  ଶݖ  ଶݓ  so if  	ݖݓ2  ଶݖ െ ଶݑ ൌ െ
ଶ

ଷ
 ,  then  െ2ݖݓ ൌ െ

ଶ

ଷ
 

so  3ݖݓ ൌ 1          M1A1 

ଷݓ  ଷݖ ൌ ሺݓ  ଶݓሻሺݖ  ଶݖ െ ሻݖݓ ൌ ଶݑሺݑ െ ሻݖݓ3 ൌ ଶݑሺݑ െ 1ሻ 

      M1A1 

Thus if  ݓଷ  ଷݖ െ ݑߣ ൌ െݑ  , ߣሺݑଶ െ 1ሻ ൌ ݑሺߣ െ 1ሻ      M1A1 

Thus  ሺݑ െ 1ሻሺݑሺݑ  1ሻ െ ሻߣ ൌ 0 ,    M1 

ሺݑ െ 1ሻሺݑଶ  ݑ െ ሻߣ ൌ 0      M1A1 

Thus  ݑ ൌ 1  or  ݑ ൌ
ିଵേ√ଵାସఒ

ଶ
 

So as  ߣ ∈ Թ  and  ߣ  0  , the values of  ݑ are real.  B1 

There are three distinct values of  ݑ unless  
ିଵേ√ଵାସఒ

ଶ
ൌ 1  in which case  േ√1  ߣ4 ൌ 3 , i.e.  ߣ ൌ 2 

            M1A1 (12) 

For  ݓ, ݖ ∈ Թ  , from (i) we require  ݑ ∈ Թ  which it is,  ݑଶ െ
ଶ

ଷ
∈ Թ which it is, and  ݑଶ  2 ቀݑଶ െ

ଶ

ଷ
ቁ  

in other words  ݑଶ 
ସ

ଷ
 .        M1 

So  ݓ  and  ݖ  need not be real.  A counterexample would be  ݑ ൌ 1    B1 

for then  ݓ  ݖ ൌ ଶݓ  , 1  ଶݖ ൌ
ଵ

ଷ
 , so  ݓଶ  ሺ1 െ ሻଶݓ ൌ

ଵ

ଷ
 ,  i.e.   2ݓଶ െ ݓ2 

ଶ

ଷ
ൌ 0 in which case 

the discriminant is െ
ସ

ଷ
൏ 0  so ݓ ∉ Թ .      B1 (3) 



7.  ݔଶܦ ൌ ሻ൯ݔሺܦ൫ܦ ൌ ܦ ൬ݔ
ௗ

ௗ௫
ሺݔሻ൰ ൌ  ିଵሻݔܽݔሺܦ   M1 

ൌ ሻݔሺܽܦ ൌ ݔ
ௗ

ௗ௫
ሺܽݔሻ ൌ ିଵݔଶܽݔ ൌ ܽଶݔ      M1A1 (3) 

(i)  Suppose  ܦܲሺݔሻ  is a polynomial of degree  ݎ  i.e.  ܦܲሺݔሻ ൌ ܽݔ  ܽିଵݔିଵ  ⋯ ܽ  
for some integer ݇ .        B1 

Then  ܦାଵܲሺݔሻ ൌ ݔሺܽܦ  ܽିଵݔିଵ  ⋯ ܽሻ ൌ ݔ
ௗ

ௗ௫
ሺܽݔ  ܽିଵݔିଵ  ⋯ ܽሻ 

ൌ ିଵݔܽݎሺݔ  ሺݎ െ 1ሻܽିଵݔିଶ  ⋯ ܽଵሻ ൌ ݔܽݎ  ሺݎ െ 1ሻܽିଵݔିଵ  ⋯ ܽଵݔ  

which is a polynomial of degree  ݎ .      M1A1 

Suppose  ܲሺݔሻ ൌ ܾݔ  ܾିଵݔିଵ  ⋯ ܾ , then 

ሻݔሺܲܦ  ൌ ݔ
ௗ

ௗ௫
ሺܾݔ  ܾିଵݔିଵ  ⋯ ܾሻ ൌ ݔܾݎ  ሺݎ െ 1ሻܾିଵݔିଵ  ⋯ ܾଵݔ  so the result 

is true for ݊ ൌ 1 ,          M1A1 

and we have shown that if it is true for  ݊ ൌ ݇ , it is true for  ݊ ൌ ݇  1 .  Hence by induction, it is 
true for any positive integer  .        B1 (6) 

(ii)   Suppose  ܦሺ1 െ ሻ  is divisible by ሺ1ݔ െ ሺ1ܦ  .ሻି   i.eݔ െ ሻݔ ൌ ݂ሺݔሻሺ1 െ  ሻି  forݔ

some integer ݇ , with ݇ ൏ ݉ െ 1.        B1 

Then  ܦାଵሺ1 െ ሻݔ ൌ ሻሺ1ݔ൫݂ሺܦ െ ሻି൯ݔ ൌ ݔ
ௗ

ௗ௫
൫݂ሺݔሻሺ1 െ  ሻି൯ݔ

ൌ ൫݂ᇱሺ௫ሻሺ1ݔ െ ሻିݔ െ ሺ݉ െ ݇ሻ݂ሺݔሻሺ1 െ   ሻିିଵ൯ݔ

ൌ ሺ1ݔ െ ሻିିଵݔ ቀ݂ᇱሺ௫ሻሺ1 െ ሻݔ െ ሺ݉ െ ݇ሻ݂ሺݔሻቁ   which is divisible by  ሺ1 െ  ሻିሺାଵሻ.  M1A1ݔ

ሺ1ܦ െ ሻݔ ൌ ݔ
ௗ

ௗ௫
ሺሺ1 െ ሻሻݔ ൌ െ݉ݔሺ1 െ ݊ ሻିଵ  so result is true forݔ ൌ 1.   M1A1 

We have shown that if it is true for  ݊ ൌ ݇ , it is true for  ݊ ൌ ݇  1 .  Hence by induction, it is true 
for any positive integer ൏ ݉ .    B1 (6) 

(iii) 

ሺ1 െ ሻݔ ൌ ∑ ቀ
݉
ݎ ቁ


ୀ ሺെݔሻ ൌ ∑ ሺെ1ሻ ቀ

݉
ݎ ቁ


ୀ ݔ   M1 

So   

ሺ1ܦ െ ሻݔ ൌ ∑ ሺെ1ሻ ቀ
݉
ݎ ቁ


ୀ ݔܦ ൌ ∑ ሺെ1ሻ ቀ

݉
ݎ ቁ


ୀ ݔݎ       M1A1 

But by (ii),  ܦሺ1 െ ሻ is divisible by ሺ1ݔ െ ሺ1ܦ  ሻି  and soݔ െ ሻݔ ൌ ݃ሺݔሻሺ1 െ  ሻି , andݔ

thus if  ݔ ൌ ሺ1ܦ   , 1 െ ሻݔ ൌ 0 ,  and hence 

 

∑ ሺെ1ሻ ቀ
݉
ݎ ቁ ݎ

 ൌ 0
ୀ      M1A1* (5) 



8.   (i)   ݔ ൌ ݎ cos ߠ 	⟹
ௗ௫

ௗఏ
ൌ െݎ sin ߠ 

ௗ

ௗఏ
cos  ߠ M1A1 

and  ݕ ൌ ݎ sin ߠ 	⟹
ௗ௬

ௗఏ
ൌ ݎ cos ߠ 

ௗ

ௗఏ
sin  ߠ   M1A1 

Thus   ሺݕ  ሻݔ
ௗ௬

ௗ௫
ൌ ݕ െ ݎbecomes   ሺ   ݔ sin ߠ  ݎ cos ሻߠ

 ୡ୭ୱఏା
ೝ
ഇ

ୱ୧୬ఏ

ି ୱ୧୬ఏା
ೝ
ഇ

ୡ୭ୱఏ
ൌ ݎ sin ߠ െ ݎ cos  ߠ M1 

That is  ሺsin ߠ  cos ሻߠ ቀݎ cos ߠ 
ௗ

ௗఏ
sin ቁߠ ൌ ሺsin ߠ െ cos ሻߠ ቀെݎ sin ߠ 

ௗ

ௗఏ
cos    ቁߠ

as  ݎ  ݎ			,0 ് 0 

Multiplying out and collecting like terms gives 

ሺcosଶݎ ߠ  sinଶ ሻߠ 
ݎ݀
ߠ݀

ሺsinଶ ߠ  cosଶ ሻߠ ൌ 0 

which is   ݎ 
ௗ

ௗఏ
ൌ 0  .          M1A1* (7) 

So   ݁ݎఏ 
ௗ

ௗఏ
݁ఏ ൌ 0        M1 

and thus   ݁ݎఏ ൌ ݇  ,      A1 

ݎ   ൌ ݇݁ିఏ      A1 

 

G1 (4) 

(or alternatively  
ଵ


ݎ݀ ൌ |ݎ|M1 so   ln  ߠെ݀ ൌ െߠ  ܿ  A1 and hence ݎ ൌ ݇݁ିఏ A1) 

 

 

(ii)    ൫ݕ  ݔ െ ଶݔሺݔ  ଶሻ൯ݕ
ௗ௬

ௗ௫
ൌ ݕ െ ݔ െ ଶݔሺݕ   ଶሻݕ

becomes   ሺݎ sin ߠ  ݎ cos ߠ െ ଷݎ cos ሻߠ
 ୡ୭ୱఏା

ೝ
ഇ

ୱ୧୬ ఏ

ି ୱ୧୬ ఏା
ೝ
ഇ

ୡ୭ୱఏ
ൌ ݎ sin ߠ െ ݎ cos ߠ െ ଷݎ sin  ߠ

that is   

 ሺsin ߠ  cos ߠ െ ଶݎ cos ሻߠ ቀݎ cos ߠ 
ௗ

ௗఏ
sin ቁߠ ൌ ሺsin ߠ െ cos ߠ െ ଶݎ sin ሻߠ ቀെݎ sin ߠ 

ௗ

ௗఏ
cos  ቁߠ



Multiplying out and collecting like terms gives 

൫cosଶݎ ߠ  sinଶ ߠ െ ଶሺcosଶݎ ߠ  sinଶ ሻ൯ߠ 
ௗ

ௗఏ
ሺsinଶ ߠ  cosଶ ሻߠ ൌ 0  M1 

which is    ݎ െ ଷݎ 
ௗ

ௗఏ
ൌ 0  .    A1 


ଵ

యି
ݎ݀ ൌ   ߠ݀


ଵ

యି
ݎ݀ ൌ 

ଵ

ሺమିଵሻ
ݎ݀ ൌ 

ଵ

ሺିଵሻሺାଵሻ
ݎ݀ ൌ  ߠ݀ M1 

So   ߠ݀ ൌ 
ଵ
ଶൗ

ିଵ


ିଵ




ଵ
ଶൗ

ାଵ
  ݎ݀ A1 

ߠ  ݇ ൌ
ଵ

ଶ
ln ቚ

ሺିଵሻሺାଵሻ

మ
ቚ      A1 

So   

ቤ
ଶݎ െ 1
ଶݎ

ቤ ൌ  ଶఏ݁ܥ

with  ܥ  0 

ଶݎ ൌ
1

1 ∓ ଶఏ݁ܥ
 

that is 

ଶݎ ൌ
ଵ

ଵାమഇ
  A1* 

 

G1 G1 G1 (9) 

   



9.  If the initial position of ܲ is  , then at time ݐ , ܱܲଶ ൌ ܽଶ   ,ଶ , so conserving energyݔ

1
2
ଶݒ݉ ൌ

1
2
ሶݔ݉ ଶ 

ߣ
2ܽ

ቀඥܽଶ  ଶݔ െ ܽቁ
ଶ
 

                M1 A1 A1 

Thus,  

ሶݔ ଶ ൌ ଶݒ െ
ߣ
݉ܽ

ቀඥܽଶ  ଶݔ െ ܽቁ
ଶ
 

                M1 

i.e.  	

ሶݔ ଶ ൌ ଶݒ െ ݇ଶ ቀඥܽଶ  ଶݔ െ ܽቁ
ଶ
 

            A1* (5) 

The greatest value, ݔ , attained by ݔ , occurs when ݔሶ ൌ 0.  M1 

Thus  ݒଶ ൌ ݇ଶቀඥܽଶ  ଶݔ െ ܽቁ
ଶ
 

So  ඥܽଶ  ଶݔ െ ܽ ൌ
௩


   (negative root discounted as all quantities are positive) 

Thus  

ଶݔ ൌ ቀ
ݒ
݇
 ܽቁ

ଶ
െ ܽଶ ൌ

ଶݒ

݇ଶ

ݒ2ܽ
݇

 

and  	

ݔ ൌ ඨ
ଶݒ

݇ଶ

ݒ2ܽ
݇

 

            M1 A1 (3) 

As 	

ሶݔ ଶ ൌ ଶݒ െ ݇ଶ ቀඥܽଶ  ଶݔ െ ܽቁ
ଶ
 

differentiating with respect to ݐ 

ሷݔሶݔ2 ൌ െ2݇ଶ ቀඥܽଶ  ଶݔ െ ܽቁ
1
2
ሺܽଶ  ଶሻݔ

ିଵ
ଶ ሶݔݔ2  

                M1 A1 

Thus 

ሷݔ ൌ െ݇ݔଶ
൫√ܽଶ  ଶݔ െ ܽ൯

√ܽଶ  ଶݔ
 

                A1 



So when  ݔ ൌ    , the acceleration of ܲ isݔ

െݔ݇ଶ
ݒ
݇

ݒ
݇  ܽ

ൌ െඨ
ଶݒ

݇ଶ

ݒ2ܽ
݇

݇ଶ
ݒ
݇

ݒ
݇  ܽ

ൌ െ
ଶݒ√ݒ݇  ݒ2ܽ݇

ݒ  ܽ݇
 

                  M1 A1 (5) 

 

ሶݔ ൌ ݒଶ െ ݇ଶ ቀඥܽଶ  ଶݔ െ ܽቁ
ଶ
൨

ଵ
ଶ
 

That is  	

ݔ݀
ݐ݀

ൌ ݒଶ െ ݇ଶ ቀඥܽଶ  ଶݔ െ ܽቁ
ଶ
൨

ଵ
ଶ
 

and thus 

න ݐ݀

ఛ
ସൗ



ൌ න
1

ቂݒଶ െ ݇ଶ൫√ܽଶ  ଶݔ െ ܽ൯
ଶ
ቃ
ଵ
ଶ

௫బ



 ݔ݀

where ߬  is the period.    M1 A1 

So  

߬ ൌ 4න
1

ቂݒଶ െ ݇ଶ൫√ܽଶ  ଶݔ െ ܽ൯
ଶ
ቃ
ଵ
ଶ

௫బ



 ݔ݀

߬ ൌ
4
ݒ

න
1

1 െ
݇ଶ൫√ܽଶ  ଶݔ െ ܽ൯

ଶ

ଶݒ ൩

ଵ
ଶ

ට௩
మ

మ
ା
ଶ௩




 ݔ݀

Let  

ଶݑ ൌ
݇൫√ܽଶ  ଶݔ െ ܽ൯

ݒ
 

                B1 

then 

ܽଶ  ଶݔ ൌ ቆ
ଶݑݒ

݇
 ܽቇ

ଶ

 

and so 

ଶݔ ൌ
ସݑ	ଶݒ  ଶݑݒ2݇ܽ

݇ଶ
 



ݔ ൌ ݒ2݇ܽ√
ݑ
݇
ቀ1 

ݒ
2݇ܽ

ଶቁݑ
ଵ
ଶ
ൎ ݒ2݇ܽ√

ݑ
݇
 

as  ݒ ≪ ݇ܽ 

Thus 

ݔ݀
ݑ݀

ൎ
1
݇
 ݒ2݇ܽ√

                M1A1 

and so  

߬ ൎ
4
ݒ
න

1

√1 െ ସݑ

ଵ



1
݇
ݑ݀ݒ2݇ܽ√ ൌ ඨ

32ܽ
ݒ݇

න
1

√1 െ ସݑ

ଵ



 ݑ݀

as required.              M1 A1* (7) 

   



10.  The position vector of the upper particle is 

൬
ݔ  ܽ sin ߠ
ݕ  ܽ cos  ൰ߠ

              B1 B1 

so differentiating with respect to time, its velocity is 

൬ݔሶ  ܽ θሶ cos ߠ
ሶݕ െ ܽ θሶ sin ߠ

൰ 

              E1* (3) 

Its acceleration, by differentiating with respect to time, is thus 

൬ݔሷ  ܽ θሷ cos ߠ െ ሶߠܽ ଶ sin ߠ
ሷݕ െ ܽ θሷ sin ߠ െ ሶߠܽ ଶ cos ߠ

൰ 

              M1 A1 A1 

so by Newton’s second law resolving horizontally and vertically 

൬
െܶ sin ߠ

െܶ cos ߠ െ ݉݃൰ ൌ ݉൬ݔሷ  ܽ θሷ cos ߠ െ ሶߠܽ ଶ sin ߠ
ሷݕ െ ܽ θሷ sin ߠ െ ሶߠܽ ଶ cos ߠ

൰ 

              M1 A1 

That is 

݉൬ݔሷ  ܽ θሷ cos ߠ െ ሶߠܽ ଶ sin ߠ
ሷݕ െ ܽ θሷ sin ߠ െ ሶߠܽ ଶ cos ߠ

൰ ൌ െܶ ቀsin ߠ
cos ߠ

ቁ െ ݉݃ ቀ0
1
ቁ 

The other particle’s equation is 

݉൬ݔሷ െ ܽ θሷ cos ߠ  ሶߠܽ ଶ sin ߠ
ሷݕ  ܽ θሷ sin ߠ  ሶߠܽ ଶ cos ߠ

൰ ൌ ܶ ቀsin ߠ
cos ߠ

ቁ െ ݉݃ ቀ0
1
ቁ 

            B1 (6) 

Adding these two equations we find 

2݉ ൬
ሷݔ
ሷ൰ݕ ൌ െ2݉݃ ቀ0

1
ቁ 

i.e.  ݔሷ ൌ 0  and  ݕሷ ൌ െ݃         M1 A1*  

Thus  	

݉ ൬െܽ θ
ሷ cos ߠ  ሶߠܽ ଶ sin ߠ

ܽ θሷ sin ߠ  ሶߠܽ ଶ cos ߠ
൰ ൌ ܶ ቀsin ߠ

cos ߠ
ቁ 

i.e.   ݉൫െܽ θሷ cos ߠ  ሶߠܽ ଶ sin ൯ߠ ൌ ܶ sin and   ݉൫ܽ  ߠ θሷ sin ߠ  ሶߠܽ ଶ cos ൯ߠ ൌ ܶ cos  ߠ

Multiplying the second of these by  sin and the first by  cos ߠ  ,and subtracting ߠ



݉ܽθሷ ൌ 0  and so  θሷ ൌ 0 .      M1A1* (4) 

Thus  ߠሶ ൌ ሶߠand as initially   2ܽ  ݐ݊ܽݐݏ݊ܿ	ܽ ൌ ሶߠ  , ݑ ൌ
௨

ଶ
  M1 A1 

Therefore the time to rotate by   
ଵ

ଶ
ሶߠ߬  is given by  ߨ ൌ 	

ଵ

ଶ
߬ so , ߨ ൌ

ଵ

ଶ
ߨ ൊ

௨

ଶ
ൌ

గ

௨
   A1 

As  ݕሷ ൌ െ݃  and initially  ݕሶ ൌ ሶݕ ,  at time , ݒ ൌ ݒ െ ݕ  and so ,ݐ݃ ൌ ݐݒ െ
ଵ

ଶ
ଶݐ݃  ݄  as the centre of 

the rod is initially  ݄  above the table.        M1 A1 

Hence, given the condition that the particles hit the table simultaneously,  

0 ൌ ݑ/ܽߨ	ݒ െ 1/2	݃ሺݑ/ܽߨሻଶ  ݄ 
. 

 

Hence    0 ൌ ܽݒݑߨ2 െ ଶܽଶ݃ߨ  ଶݑଶ , or  2݄ݑ2݄ ൌ ଶܽଶ݃ߨ െ  as required.  M1 A1* (7)  ܽݒݑߨ2

   



11.  (i)  Suppose that the force exerted by ܲ on the rod has components  ܺ perpendicular to the rod 
and  ܻ  parallel to the rod.  Then taking moments for the rod about the hinge,  ܺ݀ ൌ 0 ,  M1 

which as  ݀ ് 0  yields  ܺ ൌ 0  and hence the force exerted on the rod by ܲ  is parallel to the rod. 
A1* (2) 

Resolving perpendicular to the rod for  ܲ ,  ݉݃ sinߙ ൌ ݉ሺݎ െ ݀ sin ሻ߱ଶߙ cos  ߙ   M1 A1 

Dividing by  ݉߱ଶ sin  , ߙ


ఠమ ൌ ሺݎ െ ݀ sin ሻߙ cot  ߙ

That is  ܽ ൌ ݎ cot ߙ െ ݀ cos ݎ  or in other words  ߙ cot ߙ ൌ ܽ  ݀ cos  .as required  ߙ M1 A1* (4) 

The force exerted by the hinge on the rod is along the rod towards  ܲ ,   B1 

and if that force is  ܨ , then resolving vertically for  ܲ ,  ܨ cos ߙ ൌ ݉݃    M1 A1 

so  ܨ ൌ ݉݃ sec  . ߙ           A1 (4) 

 

(ii)   Suppose that the force exerted by ݉ଵ on the rod has component   ଵܺ perpendicular to the rod 

towards the axis, that the force exerted by ݉ଶ on the rod has component  ܺଶ perpendicular to the 
rod towards the axis,      B1 

then resolving perpendicular to the rod for  ݉ଵ ,  ݉ଵ݃ sin ߚ  ଵܺ ൌ ݉ଵሺݎ െ ݀ଵ sin ሻ߱ଶߚ cos  ߚ
M1A1 

and similarly for  ݉ଶ ,  ݉ଶ݃ sin ߚ  ܺଶ ൌ ݉ଶሺݎ െ ݀ଶ sin ሻ߱ଶߚ cos  ߚ

M1A1 

Taking moments for the rod about the hinge,   ଵܺ݀ଵ  ܺଶ݀ଶ ൌ 0     M1A1 

So multiplying the first equation by  ݀ଵ , the second by  ݀ଶ  and adding we have 

݉ଵ݃ ݀ଵsin ߚ  ݉ଶ݀ଶ݃ sin ߚ ൌ ݉ଵ݀ଵሺݎ െ ݀ଵ sin ሻ߱ଶߚ cos ߚ  ݉ଶ݀ଶሺݎ െ ݀ଶ sin ሻ߱ଶߚ cos  ߚ

Dividing by  ሺ݉ଵ ݀ଵ ݉ଶ݀ଶሻ߱ଶ sin  , ߚ


ఠమ ൌ ݎ cot ߚ െ ቀభ ௗభ
మ ାమௗమ

మ

భ ௗభ ାమௗమ
ቁ cos  ߚ M1A1 

That is  ݎ cot ߚ ൌ ܽ  ܾ cos ܾ  where , ߚ ൌ
భ ௗభ

మ ାమௗమ
మ

భ ௗభ ାమௗమ
       A1 (10) 

   



12.  (i)  The probability distribution function of   ଵܵ is 

ଵܵ  1  2  3  4  5  6 

  1
6ൗ   1

6ൗ   1
6ൗ   1

6ൗ   1
6ൗ   1

6ൗ  

 

so the probability distribution function of  ܴଵ is 

ܴଵ  0  1  2  3  4  5 

  1
6ൗ   1

6ൗ   1
6ൗ   1

6ൗ   1
6ൗ   1

6ൗ  

 

and thus  ܩሺݔሻ ൌ 	
ଵ


ሺ1  ݐ  ଶݐ  ଷݐ  ସݐ   . ହሻݐ   B1 

The probability distribution function of  ܵଶ is 

ܵଶ  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12 

  1
36ൗ   2

36ൗ   3
36ൗ   4

36ൗ   5
36ൗ   6

36ൗ   5
36ൗ   4

36ൗ   3
36ൗ   2

36ൗ   1
36ൗ  

 

M1 

so the probability distribution function of  ܴଶ is 

ܴଶ  0  1  2  3  4  5 

  6
36ൗ   6

36ൗ   6
36ൗ   6

36ൗ   6
36ൗ   6

36ൗ  

 

A1 

which is the same as for  ܴଵ and hence its probability generating function is also  ܩሺݔሻ .  A1* 

Therefore, the probability generating function of  ܴ is also  ܩሺݔሻ   B1 

and thus the probability that  ܵ is divisible by 6 is  1 6ൗ   .    B1 (6) 

(ii)  The probability distribution function of   ଵܶ is 

ଵܶ  0  1  2  3  4 

  1
6ൗ   2

6ൗ   1
6ൗ   1

6ൗ   1
6ൗ  

 



and thus   ܩଵሺݔሻ ൌ 	
ଵ


ሺ1  ݔ2  ଶݔ  ଷݔ   ସሻݔ     M1 A1 

ሻ൯ݔଵሺܩሻ   would be   ൫ݔଶሺܩ
ଶ
  except that the powers must be multiplied congruent to modulus 5. 

ሻݔଵሺܩ ൌ 	
ଵ


ሺ1  ݔ2  ଶݔ  ଷݔ  ସሻݔ ൌ

ଵ


ሺݔ  1  ݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସሻݔ ൌ

ଵ


ሺݔ    ሻݕ B1 

Thus  ܩଶሺݔሻ   would be   
ଵ

ଷ
ሺݔ     ሻଶݕ

except  ݕݔ ൌ ሺ1ݔ  ݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସሻݔ ൌ ݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସݔ  1 ൌ   ݕ   M1A1 

and  ݕଶ ൌ ሺ1  ݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସሻሺ1ݔ  ݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସሻݔ ൌ ሺ1  ݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସሻݔ 
ሺݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସݔ  1ሻ  ሺݔଶ  ଷݔ  ସݔ  1  ሻݔ  ሺݔଷ  ସݔ  1  ݔ  ଶሻݔ  ሺݔସ  1  ݔ 
ଶݔ  ଷሻݔ ൌ  ݕ5                 A1 

So  ܩଶሺݔሻ ൌ
ଵ

ଷ
ሺݔ  ሻଶݕ ൌ

ଵ

ଷ
ሺݔଶ  ݕݔ2  ଶሻݕ ൌ

ଵ

ଷ
ሺݔଶ  ݕ2  ሻݕ5 ൌ

ଵ

ଷ
ሺݔଶ   ሻݕ7 M1A1* (8) 

ሻݔଷሺܩ ൌ
1
6ଷ
ሺݔ  ሻଷݕ ൌ

1
6ଷ
ሺݔ  ଶݔሻሺݕ  ሻݕ7 ൌ

1
6ଷ
ሺݔଷ  ଶݔݕ  ݕݔ7   ଶሻݕ7

That is 

ሻݔଷሺܩ ൌ
1
6ଷ
ሺݔଷ  ଶݔݕ  ݕݔ7  ଶሻݕ7 ൌ

1
6ଷ
ሺݔଷ  ݕ  ݕ7  ሻݕ35 ൌ

1
6ଷ
ሺݔଷ   ሻݕ43

We notice that the coefficient of  ݕ  inside the bracket in  ܩሺݔሻ is  ሺ1  6  6ଶ  ⋯6ିଵሻ 

This can be shown simply by induction.  It is true for ݊ ൌ 1 trivially. 

Consider  ሺݔ  ݔሻ൫ݕ  ൫1  6  6ଶ  ⋯6ିଵ൯ݕ൯ ൌ ାଵݔ  ݔݕ  ൫1  6  6ଶ  ⋯6ିଵ൯ݕݔ 

൫1  6  6ଶ  ⋯6ିଵ൯ݕଶ 

ݔݕ  ൫1  6  6ଶ  ⋯6ିଵ൯ݕݔ  ൫1  6  6ଶ  ⋯6ିଵ൯ݕଶ

ൌ ݕ  ൫1  6  6ଶ  ⋯ 6ିଵ൯ݕ  5൫1  6  6ଶ  ⋯6ିଵ൯ݕ 

5൫1  6  6ଶ ⋯6ିଵ൯ ൌ ሺ6 െ 1ሻ൫1  6  6ଶ  ⋯6ିଵ൯ ൌ 6 െ 1 

So  ݕ  ൫1  6  6ଶ  ⋯6ିଵ൯ݕ  5൫1  6  6ଶ ⋯6ିଵ൯ݕ ൌ ൫1  6  6ଶ  ⋯6൯ݕ 

as required.                  M1 

However, this coefficient is the sum of a GP and so  ܩሺݔሻ ൌ
ଵ


ቀݔିହ 

ିଵ

ହ
 is an    ቁ  whereݕ

integer such that  0  ݊ െ 5  4 .            M1 A1 

So if  ݊  is not divisible by 5, the probability that  ܵ is divisible by 5 will be the coefficient of  ݔ  

which in turn is the coefficient of  ݕ  , namely   
ଵ


ቀ

ିଵ

ହ
ቁ ൌ

ଵ

ହ
ቀ1 െ

ଵ


ቁ as required.  B1* 

If  ݊  is divisible by 5, the probability that  ܵ is divisible by 5 will be  
ଵ


ቀ1 

ିଵ

ହ
ቁ  as  ݔିହ ൌ  ݔ



That is   
ଵ

ହ
ቀ1 

ସ


ቁ      M1A1 (6) 

   



13.   (i) 

G1 

  ܲሺܺ  ܻ ൏ ሻݐ ൌ 	
ଵ

ଶ
ଶ  if  0ݐ  ݐ  1    B1 

G1 

and  ܲሺܺ  ܻ ൏ ሻݐ ൌ 	1 െ
ଵ

ଶ
ሺ2 െ ሻଶ  if  1ݐ ൏ ݐ  2  B1 

ܲሺܺ  ܻ ൏ ሻݐ ൌ 	0 if  ݐ ൏ 0  and  ܲሺܺ  ܻ ൏ ሻݐ ൌ 	1  if  ݐ  2 

So  ܨሺݐሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

ݐ	ݎ݂			0 ൏ 0			
ଵ

ଶ
0	ݎ݂		ଶݐ  ݐ  1	

1 െ
ଵ

ଶ
ሺ2 െ 1	ݎ݂		ሻଶݐ ൏ ݐ  2

ݐ	ݎ݂	1  2

 

        B1 (5) 

Thus  ܲሺሺܺ  ܻሻିଵ ൏ ሻݐ ൌ ܲ ቀܺ  ܻ 
ଵ

௧
ቁ ൌ 1 െ ܲ ቀܺ  ܻ ൏

ଵ

௧
ቁ 

ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ 1 െ

1
ଶݐ2

1	ݎ݂		  ݐ

1
2
൬2 െ

1
ݐ
൰
ଶ

	ݎ݂		
1
2
 ݐ ൏ 1

ݐ	ݎ݂		0 ൏
1
2

 

            M1 A1 

So as  ݂ሺݐሻ ൌ
ௗிሺ௧ሻ

ௗ௧
 , 



݂ሺݐሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ݐ	ݎ݂		0 ൏

1
2

1
ଶݐ
൬2 െ

1
ݐ
൰ 	ݎ݂		

1
2
 ݐ ൏ 1

1
ଷݐ
1	ݎ݂		  ݐ

 

as required.          M1A1* (4) 

ܧ ൬
1

ܺ  ܻ
൰ ൌ නݐሺ2ିݐଶ െ ݐଷሻ݀ିݐ 	න .ݐ ݐଷ݀ିݐ ൌ 	 ሾ2 ln ݐ  ଵሿଵିݐ

ଶ

ଵ

ஶ

ଵ

 ሾെିݐଵሿଵ
ஶ

ଵ

ଵ
ଶ

 

ൌ 1 െ 2 ln
1
2
െ 2  1 ൌ 2 ln 2 

              M1 A1 (2) 

(ii)   

G1 

ܲ ൬
ܻ
ܺ
൏ ൰ݐ ൌ ൞

1
2
0	ݎ݂		ݐ  ݐ  1

1 െ
1
2
ݐ	ݎ݂		ଵିݐ  1

 

                B1 (2) 

Thus 

  ܲ ቀ


ା
൏ ቁݐ ൌ ܲ ቀ

ା




ଵ

௧
ቁ ൌ ܲ ቀ1 






ଵ

௧
ቁ ൌ ܲ ቀ






ଵ

௧
െ 1ቁ ൌ 1 െ ܲ ቀ




൏

ଵ

௧
െ 1ቁ 

So 

ሻݐሺܨ ൌ

ە
۔

1ۓ െ
1
2
൬
1
ݐ
െ 1൰ 	ݎ݂		

1
2
 ݐ  1

1
2
൬
1
ݐ
െ 1൰

ିଵ

0	ݎ݂			  ݐ ൏
1
2

 

i.e. 

ሻݐሺܨ ൌ ൞

1
2
ሺ3 െ 	ݎ݂		ଵሻିݐ

1
2
 ݐ  1

1
2
൬

ݐ
1 െ ݐ

൰ 0	ݎ݂			  ݐ ൏
1
2

 



              M1A1 

So as  ݂ሺݐሻ ൌ
ௗிሺ௧ሻ

ௗ௧
 , 

݂ሺݐሻ ൌ ൞

1
2
	ݎ݂			ଶିݐ

1
2
 ݐ  1

1
2
ሺ1 െ 0	ݎ݂		ሻିଶݐ  ݐ ൏

1
2

 

              M1A1 (4) 

ܧ ቀ


ା
ቁ ൌ

ଵ

ଶ
   because, by symmetry,  ܧ ቀ



ା
ቁ ൌ ܧ ቀ



ା
ቁ   

and  ܧ ቀ


ା
ቁ  ܧ ቀ



ା
ቁ ൌ ܧ ቀ

ା

ା
ቁ ൌ ሺ1ሻܧ ൌ 1      B1 

ܧ ൬
ܺ

ܺ  ܻ
൰ ൌ න

1
2
ሺ1ݐ െ ሻିଶݐ

ଵ
ଶ



ݐ݀ 	න ݐ ൈ
1
2
ݐ݀	ଶିݐ

ଵ

ଵ
ଶ

 

ൌ 
1
2
ሺ1ݐ െ ሻିଵ൨ݐ



ଵ
ଶ
െ න

1
2
ሺ1 െ ݐሻିଵ݀ݐ

ଵ
ଶ



 
1
2
ln ൨ݐ

ଵ
ଶ

ଵ

 

ൌ
1
2
െ െ

1
2
lnሺ1 െ ሻ൨ݐ



ଵ
ଶ
െ
1
2
ln
1
2
 

ൌ
1
2

1
2
ln
1
2
െ
1
2
ln
1
2
ൌ
1
2
 

as required.    M1A1 (3) 

 



	

	

	




